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MOTIVACAO

As derivadas determinam um conceito matematico com
grande aplicabilidade nas ciéncias em geral. Através das derivadas,
podem ser estabelecidas taxas que descrevem situagdes da fisica,
da quimica, da economia, da biologia e de diversos outros campos
do saber.
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MOTIVACAO

As derivadas determinam um conceito matematico com
grande aplicabilidade nas ciéncias em geral. Através das derivadas,
podem ser estabelecidas taxas que descrevem situagdes da fisica,
da quimica, da economia, da biologia e de diversos outros campos
do saber.

De maneira geral, uma equacdo que contém as derivadas ou
diferenciais de uma ou mais varidveis dependentes, em relacio a
uma ou mais varidveis independentes, é chamada de equacao
diferencial.
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MOTIVACAO

As derivadas determinam um conceito matematico com
grande aplicabilidade nas ciéncias em geral. Através das derivadas,
podem ser estabelecidas taxas que descrevem situagdes da fisica,
da quimica, da economia, da biologia e de diversos outros campos
do saber.

De maneira geral, uma equacdo que contém as derivadas ou
diferenciais de uma ou mais varidveis dependentes, em relacio a
uma ou mais varidveis independentes, é chamada de equacao
diferencial.

As equacdes diferenciais, desta maneira, sdo equacdes onde as
“incégnitas” a serem deduzidas, sdo fung¢des.
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MOTIVACAO

As derivadas determinam um conceito matematico com
grande aplicabilidade nas ciéncias em geral. Através das derivadas,
podem ser estabelecidas taxas que descrevem situagdes da fisica,
da quimica, da economia, da biologia e de diversos outros campos
do saber.

De maneira geral, uma equacdo que contém as derivadas ou
diferenciais de uma ou mais varidveis dependentes, em relacio a
uma ou mais varidveis independentes, é chamada de equacao
diferencial.

As equacdes diferenciais, desta maneira, sdo equacdes onde as
“incégnitas” a serem deduzidas, sdo fung¢des.

Usaremos a teoria das equacdes diferenciais para deduzir o
comportamento de situacoes que envolvem o estudo de populagdes.
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EQUACOES DIFERENCIAIS

Seja Q C R x R um conjunto aberto. Consideremos que
f: Q — R seja uma func3o. A equacdo

dy

&~ fx.y) M

é um exemplo de equacdo diferencial ordindria.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Eleomar Cardoso Junior



EQUACOES DIFERENCIAIS

Seja Q C R x R um conjunto aberto. Consideremos que
f: Q — R seja uma func3o. A equacdo

dy

&~ fx.y) M

é um exemplo de equacdo diferencial ordindria.
Solucionar a equagdo (1) é equivalente a deduzir um intervalo
aberto | C R e uma fung¢3o diferencidvel ¢ : | — R, tal que

o (x,p(x))CQ, Vxel.
o ¢'(x) =f(x,0(x)), Vxel
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@ Seja a equacdo diferencial

/:Q:
y dx y

Notemos que
y(x)=0, VxeR,

é uma solucdo da equacdo y' = y.
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@ Seja a equacdo diferencial

/:Q:
y dx y

Notemos que
y(x)=0, VxeR,

€ uma solucdo da equagdo y' = y. SERIA ESTA A UNICA
SOLUCAQ?
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@ Seja a equacdo diferencial

/:Q:
y dx y

Notemos que
y(x) =0, VxeR,

€ uma solucdo da equagdo y' = y. SERIA ESTA A UNICA
SOLUCAO? Na verdade, n3o.
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@ Seja a equacdo diferencial

/:Q:
y dx y

Notemos que
y(x)=0, VxeR,

€ uma solucdo da equagdo y' = y. SERIA ESTA A UNICA
SOLUCAO? Na verdade, n3o. Consideremos que ¢ € R seja
uma constante qualquer. A funcdo

y(x) =ce*, VxeR,

também é uma solucdo para a referida equacao.
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@ Seja a equacdo diferencial

y' = ¥ _ y
dx
Notemos que
y(x)=0, VxeR,

€ uma solucdo da equagdo y' = y. SERIA ESTA A UNICA
SOLUCAO? Na verdade, n3o. Consideremos que ¢ € R seja
uma constante qualquer. A funcdo

y(x) =ce*, VxeR,

também é uma solugdo para a referida equacdo. Notemos que
uma equacgdo diferencial pode admitir uma infinidade de
solucoes.
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N

2

d
o A equacdo diferencial (y')? = [dﬂ = —1 ndo apresentij_l_
PR

uma funcio real como soluggdfo. M EELDN
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PROBLEMA DE VALOR INICIAL - PVI

Seja 2 C R x R um conjunto aberto. Consideremos que
f : Q — R seja uma fungdo. Consideremos que o par (xg, yo) € Q
esteja fixado. Solucionar a equagio diferencial (1),

dy
a - f(X)y)a

sujeita a condigdo inicial y(xp) = yo, é equivalente a deduzir a
existéncia de um intervalo aberto /| C R e uma func¢3o diferencidvel
p: 1 — R, tal que

o (x,0(x))CQ, Vxel
e O (x)="Ff(x,p(x)), Vxel
° ¢(x0) = yo.
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y(x0) = yo

{Vzﬂ&ﬂ

caracteriza um problema de valor inicial (PVI).
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{y’zf(&y)

y(x0) = yo

caracteriza um problema de valor inicial (PVI).
O problema de valor inicial

O

y(x) =2, Vx €R,

I
<

~—

admite

como solucao.
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{y’zf(&y)

y(x0) = yo

caracteriza um problema de valor inicial (PVI).
O problema de valor inicial

O

y(x) =2, Vx €R,

~—

I
<

admite

como solucao.
UM PROBLEMA DE VALOR INICIAL ADMITE UMA UNICA
SOLUCAOQO?

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Eleomar Cardoso Junior



{y’zf(&y)

y(x0) = yo

caracteriza um problema de valor inicial (PVI).
O problema de valor inicial

O

y(x) =2, Vx €R,

~—

I
<

admite

como solucao.
um PROBLEMA DE VALOR INICIAL ADMITE UMA UNICA
SOLUCAQO? N3o necessariamente.
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Seja o problema de valor inicial
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Seja o problema de valor inicial

y' =3y
y(0) =

Para cada ¢ > 0, a funcdo

O wm

y(x):{ (x—c)3 sex>c

0, sex<c

soluciona o referido problema de valor inicial.
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TEOREMA DE PICARD

Teorema
Seja Q2 C R x R, um conjunto aberto. Consideremos que
(x0, ¥0) € Q seja um par fixado. Seja f : Q — R uma funcio, tal

of
que f € continua sobre € e Iy também € continua sobre 2.
Yy
Entdo, o problema de valor inicial
{ y' =f(xy)
y(x0) = yo
admite uma dnica solugdo. Isto €, existe um intervalo aberto | C R
e existe uma tnica fungdo diferenciavel ¢ : | — R, tal que
o (x,p(x) e, Vxel.
e ¢'(x) =f(x,0(x)), Vxel.
° ©(x0) = yo. PR
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MODELO MALTHUSIANO




MODELO MALTHUSIANO

Uma das primeiras tentativas de modelagem do crescimento
populacional por meio de derivadas foi proposta pelo economista
inglés Thomas Malthus, em 1798. Basicamente a ideia que
fundamenta o modelo Malthusiano parte da hipétese de que a taxa
segundo a qual a populagdo de um pais cresce em um determinado
instante é proporcional a populacdo do pais naquele instante. Em
outras palavras, quanto mais pessoas houver em um instante t,
mais pessoas existirdo no futuro. Em termos matematicos, se P(t)
for a populagdo total no instante t, entdo, a taxa de crescimento
da populacdo serd dada por

dP
— = kP
dt ’
onde k > 0 é uma constante de proporcionalidade. ' ” I'PR
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Consideremos que P(t) seja a area ocupada (em mm?) por
uma determinada espécie de bactérias, no instante t > 0 (onde t é
tratado na escala de dias). Estudos cientificos apontam que, sob
condicOes ideais, a taxa de crescimento da drea ocupada pela
populacio de bactérias é determinada por

dP
— =2P. 2
™ ()
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Consideremos que P(t) seja a area ocupada (em mm?) por
uma determinada espécie de bactérias, no instante t > 0 (onde t é
tratado na escala de dias). Estudos cientificos apontam que, sob
condicOes ideais, a taxa de crescimento da drea ocupada pela
populacio de bactérias é determinada por

dP

o =2p. 2)

Sabendo que a populacido de bactérias, no instante t = 0,
ocupa uma area de 1mm?,
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Consideremos que P(t) seja a area ocupada (em mm?) por
uma determinada espécie de bactérias, no instante t > 0 (onde t é
tratado na escala de dias). Estudos cientificos apontam que, sob
condicOes ideais, a taxa de crescimento da drea ocupada pela
populacio de bactérias é determinada por

dP

o =2p. 2)

Sabendo que a populacio de bactérias, no instgnte t =0,
ocupa uma area de 1mm?, O QUE ESPERAR DO NUMERO P(t)?
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Se solucionarmos a equacdo diferencial (2), poderemos
compreender o comportamento da drea ocupada pela populacao de
bactérias, P = P(t), conforme a variagdo do tempo t.
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Se solucionarmos a equacdo diferencial (2), poderemos
compreender o comportamento da drea ocupada pela populacao de
bactérias, P = P(t), conforme a variagdo do tempo t.

dP

T —op
dt
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Se solucionarmos a equacdo diferencial (2), poderemos
compreender o comportamento da drea ocupada pela populacao de
bactérias, P = P(t), conforme a variagdo do tempo t.

dP dP
— =2P = — =2dt
dt P
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Se solucionarmos a equacdo diferencial (2), poderemos
compreender o comportamento da drea ocupada pela populacao de
bactérias, P = P(t), conforme a variagdo do tempo t.

dP dP dP
dt—2P:>P—2dt:>/P—/2dt
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Se solucionarmos a equacdo diferencial (2), poderemos
compreender o comportamento da drea ocupada pela populacao de
bactérias, P = P(t), conforme a variagdo do tempo t.

dP dP dP
dt—2P:>P—2dt:>/P—/2dt=>|n(]P|)—2t+c,

onde ¢ € uma constante.
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Se solucionarmos a equacdo diferencial (2), poderemos
compreender o comportamento da drea ocupada pela populacao de
bactérias, P = P(t), conforme a variagdo do tempo t.

dP dP dP
dt—2P:>P—2dt:>/P—/2dt=>|n(]P|)—2t+c,

onde ¢ € uma constante.

eln(\P\) _ e2t+c
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Se solucionarmos a equacdo diferencial (2), poderemos
compreender o comportamento da drea ocupada pela populacao de
bactérias, P = P(t), conforme a variagdo do tempo t.

dP dP dP
dt—2P:>P—2dt:>/P—/2dt=>|n(]P|)—2t+c,

onde ¢ € uma constante.

eln(\P\) _ e2t+c = |P| — e2tec
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Se solucionarmos a equacdo diferencial (2), poderemos
compreender o comportamento da drea ocupada pela populacao de
bactérias, P = P(t), conforme a variagdo do tempo t.

dP dP dP
dt—2P:>P—2dt:>/P—/2dt=>|n(]P|)—2t+c,

onde ¢ € uma constante.

NP = g2tte s |p| = e?te = P = P(t) = Ke*,

onde K é uma constante.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Eleomar Cardoso Junior



Se solucionarmos a equacdo diferencial (2), poderemos
compreender o comportamento da drea ocupada pela populacao de
bactérias, P = P(t), conforme a variagdo do tempo t.

dP dP dP
onde ¢ € uma constante.
NP = g2tte s |p| = e?te = P = P(t) = Ke*,

onde K é uma constante.
Mas,
1= P(0)
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Se solucionarmos a equacdo diferencial (2), poderemos
compreender o comportamento da drea ocupada pela populacao de
bactérias, P = P(t), conforme a variagdo do tempo t.

dP dP dP
onde ¢ € uma constante.
NP = g2tte s |p| = e?te = P = P(t) = Ke*,

onde K é uma constante.
Mas,
1= P(0) = Ke*?
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Se solucionarmos a equacdo diferencial (2), poderemos
compreender o comportamento da drea ocupada pela populacao de
bactérias, P = P(t), conforme a variagdo do tempo t.

dP dP dP
onde ¢ € uma constante.
NP = g2tte s |p| = e?te = P = P(t) = Ke*,

onde K é uma constante.
Mas,
1=P(0) = Ke*? = K.
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Se solucionarmos a equacdo diferencial (2), poderemos
compreender o comportamento da drea ocupada pela populacao de
bactérias, P = P(t), conforme a variagdo do tempo t.

dP dP dP

onde ¢ € uma constante.

NP = g2tte s |p| = e?te = P = P(t) = Ke*,
onde K é uma constante.
Mas,

1=P(0) = Ke*? = K.

Logo,
P(t) = €%, ¥ t >0,

determina o comportamento da 4rea ocupada (em mm?) pela' ” PR
referida espécie de bactérias no tempo t.
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Seja a funcdo

Estabelecemos que:

’ Tempo (em dias) ‘ Area Ocupada (em mm?) ‘

t=0 P(0)=1

t=1 P(1) = e? = 7,389056099

t=2 P(2) = e* = 54,59815003
=3 P(3) = €° = 403, 4287935

t=4 P(4) = €8 = 2980, 957987

t=5 P(5) = el = 22026, 46579
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Seja a funcdo

Estabelecemos que:

’ Tempo (em dias) ‘ Area Ocupada (em mm?) ‘

t=0 P(0)=1

t=1 P(1) = e? = 7,389056099

t=2 P(2) = e* = 54,59815003
=3 P(3) = €° = 403, 4287935

t=4 P(4) = €8 = 2980, 957987

t=5 P(5) = el = 22026, 46579

Notemos que se t — oo, entdo, P(t) — oc.
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O modelo malthusiano de crescimento populacional foi usado
em diversas situag¢oes, inclusive, para compreender o crescimento
da populagdo humana em diversas regides do mundo. Durante a
colonizacdo dos Estados Unidos, o modelo apontou coerentemente
o crescimento da populagdo durante uma “pequena’ faixa de
tempo. Mas, no tempo como um todo, este modelo é irreal. Nao
ha sentido em aplica-lo!

UTrer

UNVERSIOADE TECHOLOGIEA FEDGRAL 0O PARAN

Eleomar Cardoso Junior



O modelo malthusiano de crescimento populacional foi usado
em diversas situag¢oes, inclusive, para compreender o crescimento
da populagdo humana em diversas regides do mundo. Durante a
colonizacdo dos Estados Unidos, o modelo apontou coerentemente
o crescimento da populagdo durante uma “pequena’ faixa de
tempo. Mas, no tempo como um todo, este modelo é irreal. Nao
ha sentido em aplica-lo!

Na realidade, as populacdes podem sofrer com doencas,
auséncia de alimentos, existéncia de inimigos naturais, algum
desastre natural n3o esperado e outras limitacdes impostas pelo
préprio ambiente.
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MODELO LOGISTICO

O matematico e bidlogo holandés Verhulst, no ano de 1840,
propGs um outro modelo que descreve o comportamento
populacional de uma espécie hipotética.
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MODELO LOGISTICO

O matematico e bidlogo holandés Verhulst, no ano de 1840,
propGs um outro modelo que descreve o comportamento
populacional de uma espécie hipotética.

Segundo a proposta de Verhulst, as populagdes, quando
inseridas em um ambiente hipotético, em um primeiro momento,
crescem de forma exponencial, até que se estabilizam em um
nimero nas proximidades da capacidade suporte, ou seja, quando
0 ambiente n3o pode mais atender as necessidades essenciais para
o desenvolvimento sauddvel de seus individuos.
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MODELO LOGISTICO

O matematico e bidlogo holandés Verhulst, no ano de 1840,
propGs um outro modelo que descreve o comportamento
populacional de uma espécie hipotética.

Segundo a proposta de Verhulst, as populagdes, quando
inseridas em um ambiente hipotético, em um primeiro momento,
crescem de forma exponencial, até que se estabilizam em um
nimero nas proximidades da capacidade suporte, ou seja, quando
0 ambiente n3o pode mais atender as necessidades essenciais para
o desenvolvimento sauddvel de seus individuos.

Consideremos que K > 0 seja a capacidade suporte de um
dado ambiente com relacdo a populacdo de uma certa espécie. E
esperado, portanto, que a populacdo aumente em direcdo a K até
que este nivel ainda n3o tenha sido atingido.
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MODELO LOGISTICO

O matematico e bidlogo holandés Verhulst, no ano de 1840,
propGs um outro modelo que descreve o comportamento
populacional de uma espécie hipotética.

Segundo a proposta de Verhulst, as populagdes, quando
inseridas em um ambiente hipotético, em um primeiro momento,
crescem de forma exponencial, até que se estabilizam em um
nimero nas proximidades da capacidade suporte, ou seja, quando
0 ambiente n3o pode mais atender as necessidades essenciais para
o desenvolvimento sauddvel de seus individuos.

Consideremos que K > 0 seja a capacidade suporte de um
dado ambiente com relacdo a populacdo de uma certa espécie. E
esperado, portanto, que a populacdo aumente em direcdo a K até
que este nivel ainda n3o tenha sido atingido.

Da mesma forma, é esperado que a populacdo diminua em
direcdo a K, assim que o nimero de individuos esteja acima
capacidade suporte. PR
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Segundo o modelo logistico,
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Segundo o modelo logistico,

dP
° ar ~ kP, onde k > 0 é uma constante, se P for pequeno

com relacdo a capacidade suporte K.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Eleomar Cardoso Junior



Segundo o modelo logistico,

dP

° ar ~ kP, onde k > 0 é uma constante, se P for pequeno

com relacdo a capacidade suporte K.
dP

e —<0,se P> K.
dt
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Segundo o modelo logistico,
dP
° ar ~ kP, onde k > 0 é uma constante, se P for pequeno

com relacdo a capacidade suporte K.

o£<0,seP>K.
dt

A equacdo proposta por Verhulst é dada por

dP P kP2
dt—kP(l—K>_kP—K. (3)

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Eleomar Cardoso Junior



Segundo o modelo logistico,
dP
° ar ~ kP, onde k > 0 é uma constante, se P for pequeno

com relacdo a capacidade suporte K.

o£<0,seP>K.
dt

A equacdo proposta por Verhulst é dada por
dP P kP?
— =kP(1—— )= - —.
dt ( K) kP K (3)

A equagdo (3) é denominada a Equacao Diferencial
Logistica.
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Ry,

Quando P for pequeno em relacdo a K, entdo, estd

dP
préxima de 0, fazendo com que s ~ kP.

K
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P
Quando P for pequeno em relacdo a K, entdo, X estd
dP
préxima de 0, fazendo com que s ~ kP. Além disso, se P > K,

- P, . . dP
entdo, 1 — w é negativo, caracterizando Jr < 0.
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P
Quando P for pequeno em relacdo a K, entdo, X estd
dP
préxima de 0, fazendo com que s ~ kP. Além disso, se P > K,

- P, . . dP
entdo, 1 — — é negativo, caracterizando Jr < 0.

P(t) =0 e P(t) = K caracterizam solucdes de equilibrio para
a equacdo logistica.
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P
Quando P for pequeno em relacdo a K, entdo, X estd
dP
préxima de 0, fazendo com que s ~ kP. Além disso, se P > K,

- P, . . dP
entdo, 1 — — é negativo, caracterizando Jr < 0.

P(t) =0 e P(t) = K caracterizam solucdes de equilibrio para
a equacdo logistica. Isso ocorre, pois, em ambos os casos a
derivada da varidvel P em relacdo a varidvel t equivale a zero.
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P
Quando P for pequeno em relacdo a K, entdo, X estd
dP
préxima de 0, fazendo com que s ~ kP. Além disso, se P > K,

- P, . . dP
entdo, 1 — — é negativo, caracterizando Jr < 0.

P(t) =0 e P(t) = K caracterizam solucdes de equilibrio para
a equacdo logistica. Isso ocorre, pois, em ambos os casos a
derivada da varidvel P em relacdo a varidvel t equivale a zero.
Explicamos este fato justificando que se a populagdo for nula, ela
continuard sendo nula indiferente do valor de t adotado.
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P
Quando P for pequeno em relacdo a K, entdo, X estd
dP
préxima de 0, fazendo com que s ~ kP. Além disso, se P > K,

- P, . . dP
entdo, 1 — — é negativo, caracterizando Jr < 0.
P(t) =0 e P(t) = K caracterizam solucdes de equilibrio para

a equacdo logistica. Isso ocorre, pois, em ambos os casos a
derivada da varidvel P em relacdo a varidvel t equivale a zero.
Explicamos este fato justificando que se a populagdo for nula, ela
continuard sendo nula indiferente do valor de t adotado. Além
disto, se a populagdo estiver na capacidade suporte, ali
permanecerd, pois, a taxa de crescimento ou decrescimento serd
nula também.
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P
Quando P for pequeno em relacdo a K, entdo, X estd
dP
préxima de 0, fazendo com que s ~ kP. Além disso, se P > K,

- P, . . dP
entdo, 1 — — é negativo, caracterizando Jr < 0.

P(t) =0 e P(t) = K caracterizam solucdes de equilibrio para
a equacdo logistica. Isso ocorre, pois, em ambos os casos a
derivada da varidvel P em relacdo a varidvel t equivale a zero.
Explicamos este fato justificando que se a populagdo for nula, ela
continuard sendo nula indiferente do valor de t adotado. Além
disto, se a populagdo estiver na capacidade suporte, ali
permanecerd, pois, a taxa de crescimento ou decrescimento serd
nula também.

Se P(0) estiver entre 0 e K, a populagdo aumentard, pois,

dP
> 0.

dt
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P
Quando P for pequeno em relacdo a K, entdo, X estd
dP
préxima de 0, fazendo com que s ~ kP. Além disso, se P > K,

- P, . . dP
entdo, 1 — — é negativo, caracterizando Jr < 0.

P(t) =0 e P(t) = K caracterizam solucdes de equilibrio para
a equacdo logistica. Isso ocorre, pois, em ambos os casos a
derivada da varidvel P em relacdo a varidvel t equivale a zero.
Explicamos este fato justificando que se a populagdo for nula, ela
continuard sendo nula indiferente do valor de t adotado. Além
disto, se a populagdo estiver na capacidade suporte, ali
permanecerd, pois, a taxa de crescimento ou decrescimento serd
nula também.

Se P(0) estiver entre 0 e K, a populagdo aumentard, pois,

dP - : . .
— > 0. Se a populagio inicial estiver acima da capacidade

suporte (P > K), ela diminuira. lJ-I—
PR
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A equacao diferencial logistica de Verhulst pode ser resolvida
analiticamente.
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A equacao diferencial logistica de Verhulst pode ser resolvida
analiticamente. Segue que

* o (1-L
dt K
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A equacao diferencial logistica de Verhulst pode ser resolvida
analiticamente. Segue que

dP P dP

:kP<1—> = ——— = k dt.
P
dt K P<1—>

K
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A equacao diferencial logistica de Verhulst pode ser resolvida
analiticamente. Segue que

dP P dP

:kP<1—> = ——— = k dt.
P
dt K P<1—>

K

Mas,
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A equacao diferencial logistica de Verhulst pode ser resolvida
analiticamente. Segue que

dP P dP

:kP<1—> = ——— = k dt.
P
dt K P<1—>

K

Mas,

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Eleomar Cardoso Junior



A equacao diferencial logistica de Verhulst pode ser resolvida
analiticamente. Segue que

CUEY C LA IR
dt K o1 P
K
Mas,
1 K 1.1
( P>_P(K—P)_P K—P
P(1-4
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A equacao diferencial logistica de Verhulst pode ser resolvida
analiticamente. Segue que

@ (1P P
dt K p 1_5
K
Mas,
1 B K 714_ 1
( P>_P(K—P)_P K-P
P(1-—
K
Logo,

1 1
<P K—P)d at
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A equacao diferencial logistica de Verhulst pode ser resolvida
analiticamente. Segue que

@ (1P P
dt K p 1_5
K
Mas,
1 B K 714_ 1
( P>_P(K—P)_P K-P
P(1-—
K
Logo,

1 1 1 1
= P =k = P= | k dt.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
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Temos que

/(;;+ Kf P> dP = In(|P]) — In(|K — P|) + 1

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn
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Temos que

/(;;+ Kf P> dP = In(|P]) — In(|K — P|) + 1

/k dt = kt + o,

onde ¢; e ¢ s3o constantes reais.
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Temos que

/(;;+ Kf P> dP = In(|P]) — In(|K — P|) + 1

/k dt = kt + o,

onde ¢; e ¢ s3o constantes reais.
Logo,

In(|P]) — In(|K — P|) + c1 = kt +
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Temos que

/(;;+ Kf P> dP = In(|P]) — In(|K — P|) + 1

/k dt = kt + o,

onde ¢; e ¢ s3o constantes reais.
Logo,

K-P
In(IP]) — In(|K — P|) + c1 = kt + ¢ = In (’ 7 ’> — kit

sendo ¢3 uma constante real.
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Temos que

/(;;+ Kf P> dP = In(|P]) — In(|K — P|) + 1

/k dt = kt + o,

onde ¢; e ¢ s3o constantes reais.
Logo,

K-P
In(IP]) — In(|K — P|) + c1 = kt + ¢ = In (’ ’> — kit

sendo ¢3 uma constante real.
Assim,

K—P K P __—kt+c3 __ —ki
S e ([55)] e e = ae UTEpg
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Facamos A = +¢;.

Eleomar Cardoso




Facamos A = 4. Isto nos leva a determinar que

K—P

5= Ae Kt

UTrer
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Facamos A = 4. Isto nos leva a determinar que

K—-P K
5 = Ae Kt = 5= 1+ Ae Kt
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Eleomar Cardoso Junior



Facamos A = 4. Isto nos leva a determinar que

K- P K P 1
7:A*kt — =1 Afkt - -
p S e s ey P
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Facamos A = 4. Isto nos leva a determinar que

K-P K P 1
7:A*kt — =1 Afkt - -
P ¢ TR T K T I AeR
Finalmente,
K
P=P(t) = .
(t) 14+ Ae—kt
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Facamos A = 4. Isto nos leva a determinar que

K-P K P 1
7:A*kt — =1 Afkt - -
P ¢ TR T K T I AeR
Finalmente,
K
P=P(t) = ——.
(t) 14+ Ae—kt

Em seguida, suponhamos que P(0) = Py # 0.
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Facamos A = 4. Isto nos leva a determinar que

K-P K P 1
7:A*kt — =1 Afkt - -
P ¢ TR T K T I AeR
Finalmente,
K
P=P(t) = ——.
(t) 14+ Ae—kt

Em seguida, suponhamos que P(0) = Py # 0. Estabelecemos
que

Po = P(0)
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Eleomar Cardoso Junior



Facamos A = 4. Isto nos leva a determinar que

K-P K P 1
7:A*kt — =1 Afkt - -
P ¢ TR T K T I AeR
Finalmente,
K
P=P(t) = ——.
(t) 14+ Ae—kt

Em seguida, suponhamos que P(0) = Py # 0. Estabelecemos
que

K

Po=PO) = w0
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Facamos A = 4. Isto nos leva a determinar que

K-P K P 1
7:A*kt — =1 Afkt - -
P ¢ TR T K T I AeR
Finalmente,
K
P=P(t) = ——.
(t) 14+ Ae—kt

Em seguida, suponhamos que P(0) = Py # 0. Estabelecemos
que

K K

(0) = 1+Ae k0  14+A

Po=P
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Facamos A = 4. Isto nos leva a determinar que

K-P K P 1
7:A*kt — =1 Afkt - -
P ¢ TR T K T I AeR
Finalmente,
K
P=P(t) = ——.
(t) 14+ Ae—kt

Em seguida, suponhamos que P(0) = Py # 0. Estabelecemos
que

K = K :>1+A:£

Py = P(0) =
o= P(0) 1+ Ae k0 11+ A P,
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Facamos A = 4. Isto nos leva a determinar que

K-P K P 1
7:A*kt — =1 Afkt - -
P ¢ TR T K T I AeR
Finalmente,
K
P=P(t) = ——.
(t) 14+ Ae—kt

Em seguida, suponhamos que P(0) = Py # 0. Estabelecemos
que
K K K K

0) = S S B/ L SR S S
( ) 1+Ae—k'0 1+ A + Po Po

Po=P
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Facamos A = 4. Isto nos leva a determinar que

K-P K P 1
7:A*kt — =1 Afkt - -
P ¢ TR T K T I AeR
Finalmente,
K
P=P(t) = ——.
(t) 14+ Ae—kt

Em seguida, suponhamos que P(0) = Py # 0. Estabelecemos

que
K K K K
0= PO = ge 0 T 1A T AT R T AT R
K—P
= A= ey
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Portanto,

KPPy
P(t) =
(t) Py + (K — Po)e_kt

é a fungdo que caracteriza o tamanho de P(t) em fungdo do valor
de t.
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Portanto,

KPPy
P(t) =
(t) Py + (K — Po)e_kt

é a fungdo que caracteriza o tamanho de P(t) em fungdo do valor
de t.
Notemos que
lim P(t) = K.

t—+00
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Portanto,

KPPy
P(t) =
(t) Py + (K — Pg)e_kt

é a fungdo que caracteriza o tamanho de P(t) em fungdo do valor
de t.
Notemos que
lim P(t) = K.

t—+00

Essa informacdo garante que a populagdo se estabiliza na
capacidade suporte K com o desenvolver do tempo.
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Consideremos que P(t) seja a area ocupada (em mm?) por
uma populacdo de bactérias no tempo t (medido em dias) em um
ambiente hipotético.
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Consideremos que P(t) seja a area ocupada (em mm?) por
uma populacdo de bactérias no tempo t (medido em dias) em um
ambiente hipotético. Suponhamos que a capacidade suporte do
ambiente seja K = 200mm? e que a taxa de crescimento da
populacdo seja estabelecida pela equagdo diferencial logistica de

Verhulst
dP P
— =2P(1—-— — .
dt < 200>
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Consideremos que P(t) seja a area ocupada (em mm?) por
uma populacdo de bactérias no tempo t (medido em dias) em um
ambiente hipotético. Suponhamos que a capacidade suporte do
ambiente seja K = 200mm? e que a taxa de crescimento da
populacdo seja estabelecida pela equagdo diferencial logistica de

Verhulst
dP P
— =2P(1—-— — .
dt < 200>

COMO SE COMPORTA A AREA OCUPADA PELA
POPULACAO, NA VARIACAO DO TEMPO t, SE P(0) = 1mm??
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Consideremos que P(t) seja a area ocupada (em mm?) por
uma populacdo de bactérias no tempo t (medido em dias) em um
ambiente hipotético. Suponhamos que a capacidade suporte do
ambiente seja K = 200mm? e que a taxa de crescimento da
populacdo seja estabelecida pela equagdo diferencial logistica de

Verhulst
dP P
— =2P(1—-— — .
dt < 200>

COMO SE COMPORTA A AREA OCUPADA PELA
POPULACAO, NA VARIACAO DO TEMPO t, SE P(0) = 1mm??
SE P(0) = 10mm??
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Consideremos que P(t) seja a area ocupada (em mm?) por
uma populacdo de bactérias no tempo t (medido em dias) em um
ambiente hipotético. Suponhamos que a capacidade suporte do
ambiente seja K = 200mm? e que a taxa de crescimento da
populacdo seja estabelecida pela equagdo diferencial logistica de

Verhulst
dP P
— =2P(1—-— — .
dt < 200>

COMO SE COMPORTA A AREA OCUPADA PELA
POPULACAO, NA VARIACAO DO TEMPO t, SE P(0) = 1mm??
SE P(0) = 10mm?? SE P(0) = 100mm??
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Consideremos que P(t) seja a area ocupada (em mm?) por
uma populacdo de bactérias no tempo t (medido em dias) em um
ambiente hipotético. Suponhamos que a capacidade suporte do
ambiente seja K = 200mm? e que a taxa de crescimento da
populacdo seja estabelecida pela equagdo diferencial logistica de

Verhulst
dP P
— =2P(1—-— — .
dt < 200>

COMO SE COMPORTA A AREA OCUPADA PELA
POPULACAO, NA VARIACAO DO TEMPO t, SE P(0) = 1mm??
SE P(0) = 10mm?? SE P(0) = 100mm?? SE P(0) = 200mm??
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Consideremos que P(t) seja a area ocupada (em mm?) por
uma populacdo de bactérias no tempo t (medido em dias) em um
ambiente hipotético. Suponhamos que a capacidade suporte do
ambiente seja K = 200mm? e que a taxa de crescimento da
populacdo seja estabelecida pela equagdo diferencial logistica de

Verhulst
dP P
— =2P(1—-— — .
dt < 200>

COMO SE COMPORTA A AREA OCUPADA PELA
POPULACAO, NA VARIACAO DO TEMPO t, SE P(0) = 1mm??
SE P(0) = 10mm?? SE P(0) = 100mm?? SE P(0) = 200mm?? SE
P(0) = 300mm??
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Consideremos que P(t) seja a area ocupada (em mm?) por
uma populacdo de bactérias no tempo t (medido em dias) em um
ambiente hipotético. Suponhamos que a capacidade suporte do
ambiente seja K = 200mm? e que a taxa de crescimento da
populacdo seja estabelecida pela equagdo diferencial logistica de

Verhulst
dP P
— =2P(1—-— — .
dt < 200>

COMO SE COMPORTA A AREA OCUPADA PELA
POPULACAO, NA VARIACAO DO TEMPO t, SE P(0) = 1mm??
SE P(0) = 10mm?? SE P(0) = 100mm?? SE P(0) = 200mm?? SE
P(0) = 300mm??

Em todos os casos, a resposta estd na funcio

P(t) = 200 - P(0)
~ P(0) + (200 — P(0)) - e=2t UTrer
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Variacdo em cinco dias...

3004

2504

1504

100 1
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Variagdo em cinquenta dias...

SDD]

2504

1504

1004
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SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Um sistema de n equagdes diferenciais lineares de primeira
ordem segundo a forma candnica, é um sistema que se apresenta
conforme as seguintes configuracoes

dxq

&
% :azl(t)Xl+322(t)X.2+---+32n(t)xn+f2(t) (4)

= all(t)xl + alz(t)XQ 4+ ...+ aln(t)xn + 7(1(1.‘)

dxp

P an (t)x1 + am(t)xe + ... + apn(t)xn + fa(t)

onde as fungdes aj; e f; sdo fungdes continuas em um intervalo
comum /.
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SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Um sistema de n equagdes diferenciais lineares de primeira
ordem segundo a forma candnica, é um sistema que se apresenta
conforme as seguintes configuracoes

dxq

&

= all(t)xl + alz(t)XQ 4+ ...+ aln(t)xn + 7(1(1.‘)

= ax1(t)x1 + axa(t)x2 + ... + a2n(t)xn + (1)

dt (4)
dxp
P an (t)x1 + an2(t)x2 + ... + apn(t)xn + fu(t)
onde as fungdes aj; e f; sdo fungdes continuas em um intervalo
comum /.
Se fi(t) =0, Vtel, paracada i€ {1,2,...,n}, osistema
acima apresentado é dito ser homogéneo. | ” PR
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SISTEMAS DE EQUACOES DIFERENCIAIS

LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM

Um sistema de n equagdes diferenciais lineares de primeira
ordem segundo a forma candnica, é um sistema que se apresenta
conforme as seguintes configuracoes

dxq

&
% :azl(t)Xl+322(t)X.2+---+32n(t)xn+f2(t) (4)

= all(t)xl + alz(t)XQ 4+ ...+ aln(t)xn + 7(1(1.‘)

% — an()x + an2()x2 + - + amn()xm + Fo(t)
onde as fungdes aj; e f; sdo fungdes continuas em um intervalo
comum /.
Se fi(t) =0, Vtel, paracada i€ {1,2,...,n}, osistema
acima apresentado é dito ser homogéneo. Caso contrério, esteltg-l_rPR
chamado n3o-homogéneo. e
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Consideremos as matrizes

Xl(t)
x—xp— | Y

xn-(t)
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Consideremos as matrizes

Xl(t) all(t) 312(t al,,(t)
821(t) 822(1') c a2,,(t)

x—xw-| 2| an=| S
xn-(t) ani(t) am(t) ann(t)




Consideremos as matrizes

x1(t) ain(t) aw2(t) ... aun(t)
an(t) axm(t) ... a(t)
X = X(t) = X2.(t) A E o |
Xn-(t) anl(t) 3n2(t) ann(t)
fl(t)
F(t) = (t)




Consideremos as matrizes

28 wo1(t) a(t)
X =X(t) = _ , At) =
xn-(t) ani(t) am(t)
fi(t)
F(t) = fz(.t)
(1)

 amn(®)

. al,,(t)
. a2,,(t)

O sistema de equagdes (4) pode ser interpretado como

X'(t) = A(t)X(t) + F(t).
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Solucionar o sistema

sujeito a
0

onde x? € R, para cada i € R, significa solucionar um
PROBLEMA DE VALOR INICIAL (P.V.1.).
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Solucionar o sistema

sujeito a

onde x? € R, para cada i € R, significa solucionar um
PROBLEMA DE VALOR INICIAL (P.V.1.).

Teorema

Suponhamos que os elementos das matrizes A(t) e F(t) sejam
fungées continuas em um intervalo | que contenha ty. Entao,
existe uma tnica solucdo para o problema de valor inicial, acima
descrito, no intervalo dado.
PR
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Consideremos, inicialmente, o caso em que F(t) =0. A
equacdo (5), neste caso, é homogénea.

UTrer
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Consideremos, inicialmente, o caso em que F(t) =0. A
equacdo (5), neste caso, é homogénea. Além disto,

X'(t) = A(t) - X(t). (6)
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Consideremos, inicialmente, o caso em que F(t) =0. A
equacdo (5), neste caso, é homogénea. Além disto,

X'(t) = A(t) - X(t). (6)

Daqui em diante, estaremos assumindo que as entradas da
matriz A(t) caracterizam uma fungdo continua.
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Consideremos, inicialmente, o caso em que F(t) =0. A
equacdo (5), neste caso, é homogénea. Além disto,

X'(t) = A(t) - X(t). (6)

Daqui em diante, estaremos assumindo que as entradas da
matriz A(t) caracterizam uma fungdo continua.

Teorema

Seja {Xi(t), Xa(t), ..., Xk(t)} um conjunto de vetores-solugdo
do sistema homogéneo (6) em um intervalo |. Entdo, a
combinagdo linear

C1X1(t) + C2X2(t) + ...+ Cka(t),

onde cada ¢, i € {1,2,...,k}, é uma constante arbitraria, é
também uma solucdo de (6) no intervalo .
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Definicao

Seja {X1, Xa, ..., Xy} um conjunto de vetores-solucdo do
sistema homogéneo (6) em um intervalo |. Dizemos que este
conjunto € linearmente dependente no intervalo | se existirem
constantes ci, ¢, ..., Ck, ndo simultaneamente nulas, tais que

C1X1(t) aF C2X2(t) TF oooTr Cka(t) =0,

para todo t no intervalo. Se o conjunto ndo for linearmente
dependente no intervalo, dizemos que € linearmente independente.
v
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Definicao

Seja {X1, Xa, ..., Xy} um conjunto de vetores-solucdo do
sistema homogéneo (6) em um intervalo |. Dizemos que este
conjunto € linearmente dependente no intervalo | se existirem
constantes ci, ¢, ..., Ck, ndo simultaneamente nulas, tais que

C1X1(t) aF C2X2(t) TF oooTr Cka(t) =0,

para todo t no intervalo. Se o conjunto ndo for linearmente
dependente no intervalo, dizemos que € linearmente independente.

Definicao

Qualquer conjunto {X1, X, ..., X,} de n vetores linearmente
independentes que solucionam o sistema homogéneo (6) em um
intervalo | € chamado um conjunto fundamental de solugées no
intervalo.
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Teorema

Existe um conjunto fundamental de solucées para o sistema
homogéneo (6) no intervalo |.

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
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Teorema

Existe um conjunto fundamental de solucées para o sistema
homogéneo (6) no intervalo |.

Teorema

Seja {X1, Xa, ..., X} um conjunto fundamental de solu¢ées do
sistema homogéneo (6) em um intervalo I. Se X(t) for uma
solugdo arbitrdria de (6), entdo, existem constantes reais ci, Ca,
..., Cn, tais que

X(t) = aXi(t) + a2 Xo(t) + ... + cnXa(t).
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Definicao

Seja {X1, Xa, ..., X} um conjunto fundamental de solug¢ées do
sistema homogéneo (6) em um intervalo I. Define-se a solugdo
geral do sistema no intervalo como

X(t) = aXi(t) + cXo(t) + ... + cnXa(2),

onde cada ¢; , i € {1,2,...,n}, é uma constante arbitraria.
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Definicao

Seja {X1, Xa, ..., X} um conjunto fundamental de solug¢ées do
sistema homogéneo (6) em um intervalo I. Define-se a solugdo
geral do sistema no intervalo como

X(t) = aXi(t) + cXo(t) + ... + cnXa(2),

onde cada ¢; , i € {1,2,...,n}, é uma constante arbitraria.

COMO DETERMINAR UM CONJUNTO FUNDAMENTAL
DE SOLUCOES PARA A EQUACAO (6)?

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
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RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES HOMOGENEAS COM

COEFICIENTES CONSTANTES

Consideremos a matriz

ai1 a2 ...
dp1 a2 ...

dnl dp2 ...

onde a;; € uma constante real.

dln
azn




RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES HOMOGENEAS COM

COEFICIENTES CONSTANTES

Consideremos a matriz

a11 4di12 ... din
dp1 dp2 ... ap

— . . ;
dnl dp2 ... @anpn

onde a;; € uma constante real.

Definicao

Diz-se que um niumero A é um autovalor de A se existir um vetor
ndo-nulo K que solucione o sistema

AK = \K.

PR




RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES HOMOGENEAS COM

COEFICIENTES CONSTANTES

Consideremos a matriz

a11 4di12 ... din
dp1 dp2 ... ap

— . . ;
dnl dp2 ... @anpn

onde a;; € uma constante real.
Definicao

Diz-se que um nimero \ é um autovalor de A se existir um vetor
ndo-nulo K que solucione o sistema

AK = \K.

O vetor K é chamado autovetor de A associado ao autovalor \.

PR




Proposicao

O ndmero A\ € C é um autovalor da matriz A, se e somente se,
det(A — Al,) = 0, onde I, é a matriz identidade de ordem n.
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Proposicao

O ndmero A\ € C é um autovalor da matriz A, se e somente se,
det(A — Al,) = 0, onde I, é a matriz identidade de ordem n.

Teorema

| A

Seja a matriz A = (ajj)nxn. Suponhamos que A possua n
autovalores reais e distintos A1, Ao, ..., A,. Assumamos que,
para cada i € {1,2,...,n}, K; seja o autovetor associado ao
autovalor A\;. Entdo, {Xi(t), Xo(t), ..., Xn(t)}, para t variando
sobre a reta, constitui um conjunto fundamental de solugdes para a
equagio

X'(t) = A- X(t),

onde X; = Xi(t) = e’*K;(t), para cada i € {1,2,...,n}.
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RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES HOMOGENEAS DE

SEGUNDA ORDEM COM COEFICIENTES
CONSTANTES

Consideremos o problema de obter

x0=(i)

xw=(Z60)= (2 2) (58




RESOLUCAO DE SISTEMAS DE EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES HOMOGENEAS DE

SEGUNDA ORDEM COM COEFICIENTES
CONSTANTES

Consideremos o problema de obter

x0=(i)

xw=(Z60)= (2 2) (58

Nesta abordagem, os parametros a1, ai2, a1 € ax sao
constantes reais. | ll I'PR
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a11 412

e facamos o estudo dos
agl  ax

Consideremos que A = (

autovalores da matriz A.
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a11 412

e facamos o estudo dos
agl  ax

Consideremos que A = (

autovalores da matriz A.
Conhecimentos referentes a Algebra Linear determinam que
quatro casos devem ser considerados.
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a11 412

e facamos o estudo dos
agl  ax

Consideremos que A = (

autovalores da matriz A.

Conhecimentos referentes a Algebra Linear determinam que
quatro casos devem ser considerados.

1° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
reais distintos (A1 e Ap).
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a11 412

e facamos o estudo dos
agl  ax

Consideremos que A = (

autovalores da matriz A.

Conhecimentos referentes a Algebra Linear determinam que
quatro casos devem ser considerados.

1° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
reais distintos (A1 e A2). Neste caso, A\; estd associado ao

autovetor K1 = < l/q )
1
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a11 412

Consideremos que A =
a ax

> e facamos o estudo dos

autovalores da matriz A.

Conhecimentos referentes a Algebra Linear determinam que
quatro casos devem ser considerados.

1° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
reais distintos (A1 e A2). Neste caso, A\; estd associado ao

k , .
autovetor K1 = ( /1 ) e, Ay estd associado ao autovetor
1

_ [ ke
().

UTrer

UNVERSIOADE TEGHOLOGICA FEDSRAL 00 PARANA

Eleomar Cardoso Junior



a11 412

Consideremos que A =
a ax

> e facamos o estudo dos

autovalores da matriz A.

Conhecimentos referentes a Algebra Linear determinam que
quatro casos devem ser considerados.

1° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
reais distintos (A1 e A2). Neste caso, A\; estd associado ao

k , .
autovetor K1 = ( /1 ) e, Ay estd associado ao autovetor
1

At
K> = ( ; ) . Os vetores X1 = Xq(t) = Kieht = ( l/q:)‘lt )
1
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a11 412

Consideremos que A =
a ax

> e facamos o estudo dos

autovalores da matriz A.

Conhecimentos referentes a Algebra Linear determinam que
quatro casos devem ser considerados.

1° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
reais distintos (A1 e A2). Neste caso, A\; estd associado ao

k , .
autovetor K1 = ( 1 ) e, Ay estd associado ao autovetor

h
k kietit
Ky = ( /22 > . Os vetores X1 = Xi(t) = KieMt = ( /11e’\1t > e
koe?2t
_ _ Aot 2
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a11 412

Consideremos que A =
a ax

) e facamos o estudo dos

autovalores da matriz A.

Conhecimentos referentes a Algebra Linear determinam que
quatro casos devem ser considerados.

1° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
reais distintos (A1 e A2). Neste caso, A\; estd associado ao

k
autovetor K1 = < /1
1

At
Ky = ( ko > . Os vetores X1 = Xi(t) = KieMt = < kle/\lt > e

) e, Ay estd associado ao autovetor

/1e
k2e/\2t
I2 e)\Qt

independentes para a equagdo matricial X’(t) = A- X(t), V t € R.

Xo = Xo(t) = KoeM2t = ( > s30 solucdes linearmente
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a11 412

Consideremos que A =
a ax

) e facamos o estudo dos

autovalores da matriz A.

Conhecimentos referentes a Algebra Linear determinam que
quatro casos devem ser considerados.

1° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
reais distintos (A1 e A2). Neste caso, A\; estd associado ao

k
autovetor K1 = < /1
1

At
Ky = ( ko > . Os vetores X1 = Xi(t) = KieMt = < kle/\lt > e

) e, Ay estd associado ao autovetor

/1e
k2e’\2t
/geAQt
independentes para a equagdo matricial X’(t) = A- X(t), V t € R.

Desta maneira, x(t) = c1[k1e] + c[koe?]

Xo = Xo(t) = KoeM2t = ( > s30 solucdes linearmente
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a11 412

Consideremos que A =
a ax

) e facamos o estudo dos

autovalores da matriz A.

Conhecimentos referentes a Algebra Linear determinam que
quatro casos devem ser considerados.

1° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
reais distintos (A1 e A2). Neste caso, A\; estd associado ao

k
autovetor K1 = < /1
1

At
Ky = ( ko > . Os vetores X1 = Xi(t) = KieMt = < /;1:/\” > e
1

) e, Ay estd associado ao autovetor

k2 e’\2t

/geAQt
independentes para a equagdo matricial X’(t) = A- X(t), V t € R.
Desta maneira, x(t) = c1[kieM] + c[koe™?] e

y(t) = ci[heM] + c[he],

Xo = Xo(t) = KoeM2t = ( > s30 solucdes linearmente
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a11 412

Consideremos que A =
a ax

) e facamos o estudo dos

autovalores da matriz A.

Conhecimentos referentes a Algebra Linear determinam que
quatro casos devem ser considerados.

1° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
reais distintos (A1 e A2). Neste caso, A\; estd associado ao

k , .
autovetor K1 = ( 1 ) e, Ay estd associado ao autovetor

h
k kpet
Ky = ( /22 > . Os vetores X1 = X1(t) = KieMt = < /11e’\1t > e
k2e/\2t
Xo = Xo(t) = Kyehot — ( et > sdo solucdes linearmente
2

independentes para a equagdo matricial X’(t) = A- X(t), V t € R.
Desta maneira, x(t) = c1[kieM] + c[koe™?] e

y(t) = c1[heM] + c2[he*?], onde ¢; e ¢y sdo constantes,

determinam a solugdo geral de x(t) e de y(t). lJ-I_rPR
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2° caso. Suponhamos que a matriz A admita um Udnico
autovalor real: .

UTrer

UNVERSIOADE TEGHOLOGICA FEDSRAL 00 PARANA

Eleomar Cardoso Junior



2° caso. Suponhamos que a matriz A admita um Udnico
autovalor real: \. Nesta situacdo, entretanto, havemos de
considerar dois casos possiveis:
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2° caso. Suponhamos que a matriz A admita um Udnico
autovalor real: \. Nesta situacdo, entretanto, havemos de
considerar dois casos possiveis:

@ Dado A autovalor, existem dois autovetores associados a A,
K1 e K5, que sdo linearmente independentes.
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2° caso. Suponhamos que a matriz A admita um Udnico
autovalor real: \. Nesta situacdo, entretanto, havemos de
considerar dois casos possiveis:

@ Dado A autovalor, existem dois autovetores associados a A,
K1 e K5, que sdo linearmente independentes.

@ Dado )\ autovalor, existe um unico autovetor linearmente
independente associado a si.
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2° caso. Suponhamos que a matriz A admita um Udnico
autovalor real: \. Nesta situacdo, entretanto, havemos de
considerar dois casos possiveis:

@ Dado A autovalor, existem dois autovetores associados a A,
K1 e K5, que sdo linearmente independentes.

@ Dado )\ autovalor, existe um unico autovetor linearmente
independente associado a si.

2° caso - A. Suponhamos que Kj e K> sejam os autovetores
linearmente independentes associados ao autovalor \.
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2° caso. Suponhamos que a matriz A admita um Udnico
autovalor real: \. Nesta situacdo, entretanto, havemos de
considerar dois casos possiveis:

@ Dado A autovalor, existem dois autovetores associados a A,
K1 e K5, que sdo linearmente independentes.

@ Dado )\ autovalor, existe um unico autovetor linearmente
independente associado a si.

2° caso - A. Suponhamos que Kj e K> sejam os autovetores
linearmente independentes associados ao autovalor A. Definamos
Xl(t) = e)‘tKl e Xz(t) = e)\tKQ, ViteR.
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2° caso. Suponhamos que a matriz A admita um Udnico
autovalor real: \. Nesta situacdo, entretanto, havemos de
considerar dois casos possiveis:
@ Dado A autovalor, existem dois autovetores associados a A,
K1 e K5, que sdo linearmente independentes.
@ Dado )\ autovalor, existe um unico autovetor linearmente
independente associado a si.

2° caso - A. Suponhamos que Kj e K> sejam os autovetores
linearmente independentes associados ao autovalor A. Definamos
Xl(t) = e)‘tKl e Xz(t) = e)\tKQ, V t € R. Entao, {Xl(t),Xg(t)} é
um conjunto fundamental de solu¢des para a equag¢ao matricial
X'(t) = A- X(t).
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2° caso - B. Suponhamos que K seja o lnico autovetor
linearmente independente associado ao autovalor .
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2° caso - B. Suponhamos que K seja o lnico autovetor
linearmente independente associado ao autovalor A. Definamos
Xl(t) = eMK.
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2° caso - B. Suponhamos que K seja o lnico autovetor
linearmente independente associado ao autovalor A. Definamos
Xi(t) = eMK. J4 Xi(t) é uma solugdo para a equagdo matricial
X'(t) = A- X(t).
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2° caso - B. Suponhamos que K seja o lnico autovetor
linearmente independente associado ao autovalor A. Definamos
Xi(t) = eMK. J4 Xi(t) é uma solugdo para a equagdo matricial
X'(t) = A- X(t). Mas, por conhecimentos prévios, existe Xj,
linearmente independente a Xi, tal que X, também soluciona a

X'(t) = A- X(t).
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2° caso - B. Suponhamos que K seja o lnico autovetor
linearmente independente associado ao autovalor A. Definamos
Xi(t) = eMK. J4 Xi(t) é uma solugdo para a equagdo matricial
X'(t) = A- X(t). Mas, por conhecimentos prévios, existe Xj,
linearmente independente a Xi, tal que X, também soluciona a
X'(t) = A- X(t).

Suponhamos que P seja o vetor que soluciona a equacado
(A= X)P =K.
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2° caso - B. Suponhamos que K seja o lnico autovetor
linearmente independente associado ao autovalor A. Definamos
Xi(t) = eMK. J4 Xi(t) é uma solugdo para a equagdo matricial
X'(t) = A- X(t). Mas, por conhecimentos prévios, existe Xj,
linearmente independente a Xi, tal que X, também soluciona a
X'(t) = A- X(t).

Suponhamos que P seja o vetor que soluciona a equacado
(A— AP = K. E possivel determinar que Xa(t) = Kte 4 Pet &
a solucdo da referida equagdo matricial e que {Xi1(t), Xo(t)}
constitui um conjunto fundamental de solu¢les para esta equagdo
matricial, que é homogénea.
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3° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
complexos (que ndo sdo ndmeros reais): \y = o+ (i e
A2 =« — i, onde B # 0.
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3° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
complexos (que ndo sdo ndmeros reais): \y = o+ (i e
A2 = a — Bi, onde 8 # 0. Nesta situacdo, determinamos que existe
K1, um autovetor de A, associado ao autovalor ;.
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3° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
complexos (que ndo sdo ndmeros reais): \y = o+ (i e
A2 = a — Bi, onde 8 # 0. Nesta situacdo, determinamos que existe

K1, um autovetor de A, associado ao autovalor A\1. O autovetor
associado a Ay, serd dado por Kj.
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3° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
complexos (que ndo sdo ndmeros reais): \y = o+ (i e
A2 = a — Bi, onde 8 # 0. Nesta situacdo, determinamos que existe
K1, um autovetor de A, associado ao autovalor A\1. O autovetor
associado a Az, serd dado por Ki. Em verdade, {Xi(t), Xa(t)}
constitui um conjunto fundamental de solu¢bes para a equagdo
matricial X’(t) = A- X(t), onde

X1(t) = [By cos(Bt) — Bysin(Bt)] - et
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3° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
complexos (que ndo sdo ndmeros reais): \y = o+ (i e
A2 = a — Bi, onde 8 # 0. Nesta situacdo, determinamos que existe
K1, um autovetor de A, associado ao autovalor A\1. O autovetor
associado a Az, serd dado por Ki. Em verdade, {Xi(t), Xa(t)}
constitui um conjunto fundamental de solu¢bes para a equagdo
matricial X’(t) = A- X(t), onde

X1(t) = [By cos(Bt) — Bysin(Bt)] - et

Xa(t) = [Bacos(Bt) + By sin(St)] - et.
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3° caso. Suponhamos que a matriz A admita dois autovalores
complexos (que ndo sdo ndmeros reais): \y = o+ (i e
A2 = a — Bi, onde 8 # 0. Nesta situacdo, determinamos que existe
K1, um autovetor de A, associado ao autovalor A\1. O autovetor
associado a Az, serd dado por Ki. Em verdade, {Xi(t), Xa(t)}
constitui um conjunto fundamental de solu¢bes para a equagdo
matricial X’(t) = A- X(t), onde

X1(t) = [By cos(Bt) — Bysin(Bt)] - et

Xa(t) = [Bacos(Bt) + By sin(St)] - et.
Aqui, Bl = Re(Kl) (S] B2 = Im(Kl).
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Determine a solugdo geral do sistema de equagdes diferenciais

X
— =x+ 3y
¢ ™
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Determine a solugdo geral do sistema de equagdes diferenciais

X

— =x+3y

% ™
d7t_ X+y

O sistema (7) pode ser representado na forma matricial

0= DGE):
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Determine a solugdo geral do sistema de equagdes diferenciais

X

— =x+3y

% ™
d7t_ X+y

O sistema (7) pode ser representado na forma matricial
d(xt)\_(13 x(t)
de\ y(t) ) \3 1 y(t) )’

Seja A= < ; i ) e consideremos que A seja um autovalor
de A.
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Existe K # 0 tal que AK = A\K.
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Existe K # 0 tal que AK = AK. Assim, (A— Ah)K =0, o
que ocorre se, e somente se, det(A — Ah) = 0.
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Existe K # 0 tal que AK = AK. Assim, (A— Ah)K =0, o
que ocorre se, e somente se, det(A — Ah) = 0.

det(A—Xh) =0
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Existe K # 0 tal que AK = AK. Assim, (A— Ah)K =0, o
que ocorre se, e somente se, det(A — Ah) = 0.

1-)x 3
det(A—)\lg)—O@det( 3 1_A>_o
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Existe K # 0 tal que AK = AK. Assim, (A— Ah)K =0, o
que ocorre se, e somente se, det(A — Ah) = 0.

1-A 3

det(A—Alg):O<:>det( 210,

) =0 (1-))%*-9=0.
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Existe K # 0 tal que AK = AK. Assim, (A— Ah)K =0, o
que ocorre se, e somente se, det(A — Ah) = 0.

1-A 3

det(A—Alg):O<:>det( 210,

) =0 (1-))%*-9=0.

A matriz A admite dois autovalores: A\ =4 e \p = —2.
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Existe K # 0 tal que AK = AK. Assim, (A— Ah)K =0, o
que ocorre se, e somente se, det(A — Ah) = 0.

1-A 3

det(A—Alg):O<:>det( 210,

) =0s(1-)2)>%-9=0.
A matriz A admite dois autovalores: \; =4 e \» = —-2. 0

. . 1
autovalor \; = 4 estd associado ao autovetor K; = ( 1 >
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Existe K # 0 tal que AK = AK. Assim, (A— Ah)K =0, o
que ocorre se, e somente se, det(A — Ah) = 0.

det(A—\h) = 0 < det ( L ; A ) E \ ) =0s(1-)2)>%-9=0.
A matriz A admite dois autovalores: \; =4 e \» = —-2. 0

autovalor \; = 4 estd associado ao autovetor K; = ( i > eo

autovalor A = —2 estd associado ao autovetor K7 = ( _11 ) .
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Existe K # 0 tal que AK = AK. Assim, (A— Ah)K =0, o
que ocorre se, e somente se, det(A — Ah) = 0.

det(A—\h) = 0 < det ( L ; A ) E \ ) =0s(1-)2)>%-9=0.
A matriz A admite dois autovalores: \; =4 e \» = —-2. 0

autovalor \; = 4 estd associado ao autovetor K; = ( i > eo

autovalor A = —2 estd associado ao autovetor K7 = _11 ) .

Logo, a solugdo geral do sistema (7) é dada por

XU)Z(;E;; > =C1< 1 >e4t+cz< _11 )e‘“,

onde ¢; e ¢ s3o constantes positivas. | ” I'PR
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Isto é, x(t) = cre*t + cpe=?t
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2t 2t

Isto é, x(t) = cre® + e 2t e y(t) = c1e*t — cpe™
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Isto é, x(t) = cre*t + cxe %t e y(t) = cre* — cpe 2.

Seja o par (xp, o) € R x R fixado.
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Isto é, x(t) = cre*t + cxe %t e y(t) = cre* — cpe 2.

Seja o par (xp, ¥0) € R x R fixado. Sabemos que o sistema (7)
admite uma unica solu¢do sujeita a

(i) =)

onde ty € R é um pardmetro fixado.
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Seja o sistema

x' = x+ 3y
y'=3x+y

sujeito a x(0) =1 e y(0) = 3.
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Seja o sistema

x' = x+ 3y
y'=3x+y

sujeito a x(0) =1 e y(0) = 3.
Aqui, ci+ =1
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Seja o sistema

x' = x+ 3y
y'=3x+y

sujeito a x(0) =1 e y(0) = 3.
Aqui,ca+oo=1lec—c=3.
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Seja o sistema

x' = x+ 3y
y'=3x+y

sujeito a x(0) =1 e y(0) = 3.
Aqui, ci + @ =1e ¢ — c = 3. Isto implica que ¢; =2
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Seja o sistema
x' = x+ 3y
y'=3x+y

sujeito a x(0) =1 e y(0) = 3.
Aqui, ci+ @ =1ec —c =3. Isto implicaque ¢ =2 e

C = —1.
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Seja o sistema

x' = x+ 3y
y'=3x+y

sujeito a x(0) =1 e y(0) = 3.
Aqui, ci+ @ =1ec —c =3. Isto implicaque ¢ =2 e

C = —1.

Logo,
x(t) = 2% — 72t
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Seja o sistema

x' = x+ 3y
y'=3x+y

sujeito a x(0) =1 e y(0) = 3.
Aqui, ci+ @ =1ec —c =3. Isto implicaque ¢ =2 e

C = —1.
Logo,
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Se as condi¢des iniciais fossem x(0) =0 e y(0) =0,
verificariamos que x(t) = y(t) = 0.
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Se as condi¢des iniciais fossem x(0) =0 e y(0) =0,
verificariamos que x(t) = y(t) = 0.

Se as condi¢des iniciais fossem x(0) =3 e y(0) =1,
verificarfamos que x(t) = 2e*t + =2
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Se as condi¢des iniciais fossem x(0) =0 e y(0) =0,
verificariamos que x(t) = y(t) = 0.

Se as condi¢des iniciais fossem x(0) =3 e y(0) =1,
verificarfamos que x(t) = 2e* + e72t e y(t) = 2e*t — 2L,
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Se as condi¢des iniciais fossem x(0) =0 e y(0) =0,
verificariamos que x(t) = y(t) = 0.

Se as condi¢des iniciais fossem x(0) =3 e y(0) =1,
verificarfamos que x(t) = 2e* + e72t e y(t) = 2e*t — 2L,
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SISTEMAS AUTONOMOS PLANOS

Um sistema autonomo plano pode ser colocado na seguinte
forma

X,:P(X7y)7 y/:Q(va)7 (8)

onde P e @ s3o continuas.
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SISTEMAS AUTONOMOS PLANOS

Um sistema autonomo plano pode ser colocado na seguinte
forma

x'=P(x,y), Yy =Q(x,y), (8)

onde P e Q sdo continuas.
Observamos que X(t) = (x(t), y(t)) caracteriza o formato
vetorial da solugdo do sistema (8).
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SISTEMAS AUTONOMOS PLANOS

Um sistema autonomo plano pode ser colocado na seguinte
forma

x'=P(x,y), Yy =Q(x,y), (8)

onde P e Q sdo continuas.

Observamos que X(t) = (x(t), y(t)) caracteriza o formato
vetorial da solugdo do sistema (8).

Suponhamos que X(t) = (x(t), y(t)) represente o
deslocamento de uma particula pelo plano no decorrer do tempo t,
esta agora uma variavel positiva (para fazer sentido fisico).
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SISTEMAS AUTONOMOS PLANOS

Um sistema autonomo plano pode ser colocado na seguinte
forma

x'=P(x,y), Yy =Q(x,y), (8)

onde P e Q sdo continuas.

Observamos que X(t) = (x(t), y(t)) caracteriza o formato
vetorial da solugdo do sistema (8).

Suponhamos que X(t) = (x(t), y(t)) represente o
deslocamento de uma particula pelo plano no decorrer do tempo t,
esta agora uma variavel positiva (para fazer sentido fisico).

Assumindo que tal particula esteja inicialmente no ponto
(x0, ¥0), evidentemente, temos que X(0) = (xo, o). Como
X(t) = (x(t),y(t)) representa um deslocamento,

X'(t) = (X'(t),y'(t)) representa sua velocidade no instante t¢.
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SISTEMAS AUTONOMOS PLANOS

Um sistema autonomo plano pode ser colocado na seguinte
forma

x'=P(x,y), Yy =Q(x,y), (8)

onde P e Q sdo continuas.

Observamos que X(t) = (x(t), y(t)) caracteriza o formato
vetorial da solugdo do sistema (8).

Suponhamos que X(t) = (x(t), y(t)) represente o
deslocamento de uma particula pelo plano no decorrer do tempo t,
esta agora uma variavel positiva (para fazer sentido fisico).

Assumindo que tal particula esteja inicialmente no ponto
(x0, ¥0), evidentemente, temos que X(0) = (xo, o). Como
X(t) = (x(t),y(t)) representa um deslocamento,

X'(t) = (X'(t),y'(t)) representa sua velocidade no instante t¢.

Fazendo V(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)) campo vetorial,
observa-se que V/(x,y) caracteriza a velocidade da corrente eUI_PR

(x,y), pois, X'(t) = P(x(t), y( ) e y(t) = Qx(t), y(t)). T



Consideremos o sistema auténomo plano

x' = x+ 3y
y'=3x+y

Assumamos que x(0) =1 e y(0) = 3. Estamos considerando que,
notempot=0, x=1ey=23.
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Consideremos o sistema auténomo plano
x' = x+ 3y
y'=3x+y
Assumamos que x(0) =1 e y(0) = 3. Estamos considerando que,
notempot=0, x=1ey=23.
Dai, notempot=0,x'=1+3-3=10ey’' =3-1+3=6.
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Consideremos o sistema auténomo plano
x' = x+ 3y
y'=3x+y
Assumamos que x(0) =1 e y(0) = 3. Estamos considerando que,
notempot=0, x=1ey=23.
Dai, notempot=0,x'=1+3-3=10ey’ =3-1+3=6.
No tempo t = 0, a velocidade da “particula” com relacdo a
variavel t, é 10 no componente x e, 6 no componente y.
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Consideremos o sistema auténomo plano

x' = x+ 3y
y' =3x+y
Assumamos que x(0) =1 e y(0) = 3. Estamos considerando que,
notempot=0, x=1ey=23.
Dai, notempot=0,x'=1+3-3=10ey’ =3-1+3=6.
No tempo t = 0, a velocidade da “particula” com relacdo a
variavel t, é 10 no componente x e, 6 no componente y.
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O sistema x’ = x + 3y, y’ = 3x + y, determina o seguinte campo

vetorial:
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O sistema x' = x + 3y, y' = 3x + y, sujeito a x(0) = 0,5 e
y(0) = -1,
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O sistema x' = x + 3y, y' = 3x + y, sujeito a x(0) = 0,5 e
y(0) = -1,
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O sistema x' = x + 3y, y' = 3x + y, sujeito a x(0) = 0,5 e
y(0) = -1,
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Observamos que as solucdes do sistema auténomo plano
podem ser de trés tipos basicos:

UTrer

UNVERSIOADE TEGHOLOGICA FEDSRAL 00 PARANA

Eleomar Cardoso Junior



Observamos que as solucdes do sistema auténomo plano
podem ser de trés tipos basicos:

e Uma solugdo constante x(t) = xo , y(t) = yo, para todo t.
Como se pode perceber, neste caso, interpretamos que se uma
particula esta inicialmente num ponto X(0) = Xy, ali ela
permanecera indefinidamente, pois, x'(t) = y'(t) = 0, para
todo t.
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Observamos que as solucdes do sistema auténomo plano
podem ser de trés tipos bdasicos:

e Uma solugdo constante x(t) = xo , y(t) = yo, para todo t.
Como se pode perceber, neste caso, interpretamos que se uma
particula esta inicialmente num ponto X(0) = Xy, ali ela
permanecera indefinidamente, pois, x'(t) = y'(t) = 0, para
todo t. Uma solucdo constante é também chamada de ponto
critico.
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Observamos que as solucdes do sistema auténomo plano
podem ser de trés tipos bdasicos:

e Uma solugdo constante x(t) = xo , y(t) = yo, para todo t.
Como se pode perceber, neste caso, interpretamos que se uma
particula esta inicialmente num ponto X(0) = Xy, ali ela
permanecera indefinidamente, pois, x'(t) = y'(t) = 0, para
todo t. Uma solucdo constante é também chamada de ponto
critico.

e Uma solugdo x = x(t), y = y(t) que define um arco, ou seja,
uma curva plana que n3o se intercepta.
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Observamos que as solucdes do sistema auténomo plano
podem ser de trés tipos bdasicos:

e Uma solugdo constante x(t) = xo , y(t) = yo, para todo t.
Como se pode perceber, neste caso, interpretamos que se uma
particula esta inicialmente num ponto X(0) = Xy, ali ela
permanecera indefinidamente, pois, x'(t) = y'(t) = 0, para
todo t. Uma solucdo constante é também chamada de ponto
critico.

e Uma solugdo x = x(t), y = y(t) que define um arco, ou seja,
uma curva plana que n3o se intercepta.

e Uma solugdo periddica x = x(t), y = y(t). Esta solugdo,
também chamada de ciclo, ocorre quando existe um periodo p
tal que X(t 4 p) = X(t). Nestas circunstancias, se uma
particula é colocada sobre a curva em Xy percorrera outros
pontos do plano e voltard a Xy transcorridas p unidades de

rempo- UTrer
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Consideremos o sistema

x'(t) = y(t)
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Consideremos o sistema

X'(t) = y(t)
y'(t) = —x(t).
Notemos que (xo, o) = (0,0) é um ponto critico para este

sistema.
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Consideremos o sistema

x'(t) = y(t)
y'(t) = =x(1).

Notemos que (xo, o) = (0,0) é um ponto critico para este
sistema. O sistema, em questdo, gera o seguinte campo vetorial:
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Consideremos o sistema

x'(t) = y(t)

y'(t) = =x(1).

Notemos que (xo, o) = (0,0) é um ponto critico para este
sistema. O sistema, em questdo, gera o seguinte campo vetorial:
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Consideremos o sistema

x'(t) = y(t)

y'(t) = =x(1).

Notemos que (xo, o) = (0,0) é um ponto critico para este
sistema. O sistema, em questdo, gera o seguinte campo vetorial:
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Consideremos o sistema

x'(t) = y(t)

y'(t) = =x(1).

Notemos que (xo, o) = (0,0) é um ponto critico para este
sistema. O sistema, em questdo, gera o seguinte campo vetorial:
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Solucionando este problema de valor inicial, determinamos

= cos(t).

sin(t) e y(t)

que x(t)
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Solucionando este problema de valor inicial, determinamos

= cos(t).

sin(t) e y(t)

que x(t)
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ESTABILIDADE DE SISTEMAS AUTONOMOS
PLANOS

Consideremos o sistema auténomo plano (8),

x'=P(x,y), ¥y =Q(xy),

onde P e @ s3o continuas.




ESTABILIDADE DE SISTEMAS AUTONOMOS
PLANOS

Consideremos o sistema auténomo plano (8),

x'=P(x,y), ¥y =Q(xy),

onde P e Q sdo continuas. Suponhamos que X(t) seja a solugdo
sujeita a condigdo inicial X(0) = Xo.
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ESTABILIDADE DE SISTEMAS AUTONOMOS

PLANOS

Consideremos o sistema auténomo plano (8),

x'=P(x,y), ¥y =Q(xy),

onde P e Q sdo continuas. Suponhamos que X(t) seja a solugdo
sujeita a condigdo inicial X(0) = Xo.

Se Xp for um ponto critico, a particula permanece
estaciondria, ou seja, mesmo variando-se t a particula ndo se
movera.
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ESTABILIDADE DE SISTEMAS AUTONOMOS

PLANOS

Consideremos o sistema auténomo plano (8),

x'=P(x,y), ¥y =Q(xy),

onde P e Q sdo continuas. Suponhamos que X(t) seja a solugdo
sujeita a condigdo inicial X(0) = Xo.

Se Xp for um ponto critico, a particula permanece
estaciondria, ou seja, mesmo variando-se t a particula ndo se
moverd. Entretanto, se Xy ndo for um ponto critico, estando este
nas proximidades de um ponto critico X1, podemos observar as
distintas possibilidades de trajetdrias:
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e X = X(t) descreve um arco de maneira que a condi¢3o inicial
é respeitada e além disso, quando t — oo, segue que
X(t) — Xji.
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e X = X(t) descreve um arco de maneira que a condi¢3o inicial
é respeitada e além disso, quando t — oo, segue que
X(t) — Xji.

e X = X(t) descreve um ciclo de forma que a trajetéria nunca
tende ao ponto critico, mas também “n3o se afastard” de Xj.
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e X = X(t) descreve um arco de maneira que a condi¢3o inicial
é respeitada e além disso, quando t — oo, segue que
X(t) — Xji.

e X = X(t) descreve um ciclo de forma que a trajetéria nunca
tende ao ponto critico, mas também “n3o se afastard” de Xj.

@ X = X(t) descreve um arco de maneira que a condigdo inicial
é respeitada e além disto, quando t — oo, segue que
X(t) = X. Considerando X; seja um outro ponto critico,
temos que a trajetéria ndo se aproxima do ponto critico Xj.
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e P
ponto critico b

X, /

ponto critico

(© .
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oF 4 ¢
ponto critico o ,,,»‘K

{ - "
-~ ponto critico
X

@ ®) X

s B
ponto critico /

X, /

ponto critico

(© .

Nos casos (a) e (b), o ponto critico X; é estavel.
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ponto critico
{( -~ -
X S ponto critico
() 1 () Xl
R; )
¢ ;}
/
Sl |
ponto critico Vi
P
Xy /
o’
ponto critico
@ X

Nos casos (a) e (b), o ponto critico X; é estavel. No caso (c),

o ponto critico X é instavel. lJ-I—
PR
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Definicao

Seja X1 um ponto critico de um sistema auténomo, e denotemos
por X = X(t) a solugdo que satisfaz a condigdo inicial X(0) = Xp,
com Xy # Xi. Diz-se que X1 € um ponto critico estavel se, dado
um raio arbitrdrio p > 0, existe um raio correspondente r > 0 tal
que, se a posicao inicial Xy satisfizer |Xo — X1| < r, entdo, a
solugdo X(t) correspondente verifica | X(t) — Xo| < p, para todo
t>0.
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Definicao

Seja X1 um ponto critico de um sistema auténomo, e denotemos
por X = X(t) a solugdo que satisfaz a condigdo inicial X(0) = Xp,
com Xy # Xi. Diz-se que X1 € um ponto critico estavel se, dado
um raio arbitrdrio p > 0, existe um raio correspondente r > 0 tal
que, se a posicao inicial Xy satisfizer |Xo — X1| < r, entdo, a
solugdo X(t) correspondente verifica | X(t) — Xo| < p, para todo
t> 0. Se, além disto, X(t) “=25° Xy, sempre que |Xo — X1| < r,
X1 é chamado de ponto critico assintoticamente estavel.
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Definicao

Seja X1 um ponto critico de um sistema auténomo, e denotemos
por X = X(t) a solugcdo que satisfaz a condicdo inicial X(0) = Xo
com X(0) # Xi. Diz-se que X1 é um ponto critico instdvel quando
existe um disco de raio p > 0 com a propriedade de que, para
qualquer r > 0, existe uma posicao inicial Xy satisfazendo

|Xo — Xi| < r e, entretanto, a solucdo correspondente X(t)
satisfaz |X(t) — X1| > p, para algum t > 0.
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ANALISE DA ESTABILIDADE DE SISTEMAS
AUTONOMOS PLANOS (LINEARES)

Consideremos o sistema auténomo plano

x'=ax+ by, y =cx+dy, (9)

onde a, b, ¢ e d s3o constantes reais.




ANALISE DA ESTABILIDADE DE SISTEMAS
AUTONOMOS PLANOS (LINEARES)

Consideremos o sistema auténomo plano

x'=ax+ by, y =cx+dy, (9)

onde a, b, c e d sdo constantes reais. Suponhamos, inicialmente,
que o par (x,y) = (0,0) seja o tnico ponto critico do sistema (9).




ANALISE DA ESTABILIDADE DE SISTEMAS
AUTONOMOS PLANOS (LINEARES)

Consideremos o sistema auténomo plano
x'=ax+ by, y =cx+dy, (9)

onde a, b, c e d sdo constantes reais. Suponhamos, inicialmente,
que o par (x,y) = (0,0) seja o tnico ponto critico do sistema (9).
O sistema (9) pode ser apresentado como X’ = BX, onde

o=(22)

é a matriz de coeficientes.
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ANALISE DA ESTABILIDADE DE SISTEMAS
AUTONOMOS PLANOS (LINEARES)

Consideremos o sistema auténomo plano
x'=ax+ by, y =cx+dy, (9)

onde a, b, c e d sdo constantes reais. Suponhamos, inicialmente,
que o par (x,y) = (0,0) seja o tnico ponto critico do sistema (9).
O sistema (9) pode ser apresentado como X’ = BX, onde

a b
#=(29)
é a matriz de coeficientes. Como (0,0) é o tnico ponto critico do
sistema, verificamos que det(B) # 0.
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ANALISE DA ESTABILIDADE DE SISTEMAS
AUTONOMOS PLANOS (LINEARES)

Consideremos o sistema auténomo plano
x'=ax+ by, y =cx+dy, (9)

onde a, b, c e d sdo constantes reais. Suponhamos, inicialmente,
que o par (x,y) = (0,0) seja o tnico ponto critico do sistema (9).
O sistema (9) pode ser apresentado como X’ = BX, onde

a b
c d
é a matriz de coeficientes. Como (0,0) é o tnico ponto critico do

sistema, verificamos que det(B) # 0.
Logo, A = ad — bc # 0.
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Consideremos que A seja um autovalor da matriz B.
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Consideremos que A seja um autovalor da matriz B. Temos

que
a— A b
det< c d—/\>_0'
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Consideremos que A seja um autovalor da matriz B. Temos

que
a— A b
det< c d—/\>_0'

M\ —(a+d)\+ (ad — bc) = 0.

Isto indica que
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Consideremos que A seja um autovalor da matriz B. Temos

que
a— A b
det< c d—/\>_0'

M\ —(a+d)\+ (ad — bc) = 0.

Isto indica que

Considerando que 7 = a + d, a sentenca
M —rA+A=0

deve ser respeitada.
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Consideremos que A seja um autovalor da matriz B. Temos

que
a— A b
det< c d—/\>_0'

M\ —(a+d)\+ (ad — bc) = 0.

Isto indica que

Considerando que 7 = a + d, a sentenca
M —rA+A=0
deve ser respeitada.
Logo, os autovalores da matriz B satisfazem

T+V/12 —4A
2

AL =

T— VT2 —4A

wm TR UTrer
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CASO 1: Autovalores Reais Distintos.
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CASO 1: Autovalores Reais Distintos.
Evidentemente, nesta situacdo, 72 — 4A > 0.
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CASO 1: Autovalores Reais Distintos.

Evidentemente, nesta situacdo, 72 —4A > 0.

Suponhamos que A1 e A2 sejam os autovalores relativos a
matriz B. Além disto, consideremos que K; e K> sejam os
autovetores desta matriz correspondentes, respectivamente, aos
autovalores A1 e \p.
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CASO 1: Autovalores Reais Distintos.

Evidentemente, nesta situacdo, 72 —4A > 0.

Suponhamos que A1 e A2 sejam os autovalores relativos a
matriz B. Além disto, consideremos que K; e K> sejam os
autovetores desta matriz correspondentes, respectivamente, aos
autovalores A1 e \p.

Sabemos que a solugdo geral do sistema (9) é determinada por

X(t) = ciK1eMt + o Kpe?t
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CASO 1: Autovalores Reais Distintos.

Evidentemente, nesta situacdo, 72 —4A > 0.

Suponhamos que A1 e A2 sejam os autovalores relativos a
matriz B. Além disto, consideremos que K; e K> sejam os
autovetores desta matriz correspondentes, respectivamente, aos
autovalores A1 e \p.

Sabemos que a solugdo geral do sistema (9) é determinada por

X(t) _ C1K1€>\1t + C2K2e>\2t _ e>\1t[C1K1 + Cgng(AQ_)‘l)t], (10)
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CASO 1: Autovalores Reais Distintos.

Evidentemente, nesta situacdo, 72 —4A > 0.

Suponhamos que A1 e A2 sejam os autovalores relativos a
matriz B. Além disto, consideremos que K; e K> sejam os
autovetores desta matriz correspondentes, respectivamente, aos

autovalores A1 e \p.
Sabemos que a solugdo geral do sistema (9) é determinada por

X(t) _ C1K1€>\1t + C2K2e>\2t _ e>\1t[C1K1 + Cgng(AQ_)‘l)t], (10)

Os autovalores, neste caso, podem ser ambos negativos,
ambos positivos ou terem sinais diferentes.
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CASO 1: Autovalores Reais Distintos.

Evidentemente, nesta situacdo, 72 —4A > 0.

Suponhamos que A1 e A2 sejam os autovalores relativos a
matriz B. Além disto, consideremos que K; e K> sejam os
autovetores desta matriz correspondentes, respectivamente, aos
autovalores A1 e \p.

Sabemos que a solugdo geral do sistema (9) é determinada por

X(t) _ C1K1€>\1t + C2K2e>\2t _ e>\1t[C1K1 + Cgng(AQ_)‘l)t], (10)

Os autovalores, neste caso, podem ser ambos negativos,
ambos positivos ou terem sinais diferentes. Analisaremos cada caso
separadamente.
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CASO 1.A - Ambos os autovalores negativos.
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CASO 1.A - Ambos os autovalores negativos.
Aqui, 72 —4A >0, 7<0e A > 0.
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CASO 1.A - Ambos os autovalores negativos.
Aqui, 72 —4A >0, 7 < 0 e A > 0. Admitamos \» < A\; < 0.
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CASO 1.A - Ambos os autovalores negativos.
Aqui, 72 —4A >0, 7 < 0 e A > 0. Admitamos \» < A\; < 0.
Observando a expressdo (10), temos que

X(t) = e)‘lt[C]_Kl —+ C2K2e(/\2*)\1)t] tﬁf (—)»
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CASO 1.A - Ambos os autovalores negativos.
Aqui, 72 —4A >0, 7 < 0 e A > 0. Admitamos \» < A\; < 0.
Observando a expressdo (10), temos que

t—00

X(t) = eMaKy + cKpe2 MW 2% 0,

O ponto critico (0,0), nesta situa¢do, é denominado né
estavel.
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CASO 1.A - Ambos os autovalores negativos.
Aqui, 72 —4A >0, 7 < 0 e A > 0. Admitamos \» < A\; < 0.
Observando a expressdo (10), temos que
t—o0

X(t) = eMaKy + cKpe2 MW 2% 0,

O ponto critico (0,0), nesta situa¢do, é denominado né
estavel.
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CASO 1.B - Ambos os autovalores positivos.
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CASO 1.B - Ambos os autovalores positivos.
Aqui, 72 —4A >0,7>0e A > 0.
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CASO 1.B - Ambos os autovalores positivos.
Aqui, 72 —4A >0, 7 > 0e A > 0. Admitamos 0 < X\p < A1.
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CASO 1.B - Ambos os autovalores positivos.
Aqui, 72 —4A >0, 7 > 0e A > 0. Admitamos 0 < X\p < A1.
Observando a expressdo (10), temos que

t—00

X(t) = MKy + cKpelP2m M) X 4 oo,
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CASO 1.B - Ambos os autovalores positivos.
Aqui, 72 —4A >0, 7 > 0e A > 0. Admitamos 0 < X\p < A1.
Observando a expressdo (10), temos que

t—00

X(t) = MKy + cKpelP2m M) X 4 oo,

O ponto critico (0,0), nesta situa¢do, é denominado né
instavel.
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CASO 1.B - Ambos os autovalores positivos.
Aqui, 72 —4A >0, 7 > 0e A > 0. Admitamos 0 < X\p < A1.
Observando a expressdo (10), temos que

t—00

X(t) = MKy + cKpelP2m M) X 4 oo,

O ponto critico (0,0), nesta situa¢do, é denominado né
instavel.

Ki

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Eleomar Cardoso Junior



CASO 1.C - Autovalores com sinais opostos.
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CASO 1.C - Autovalores com sinais opostos.
Aqui, 7> —4A >0e A < 0.
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CASO 1.C - Autovalores com sinais opostos.
Aqui, 72 —4A >0 e A < 0. Admitamos Xy < 0 < \p.
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CASO 1.C - Autovalores com sinais opostos.
Aqui, 72 —4A >0 e A < 0. Admitamos Xy < 0 < \p.
Observando a expressdo (10), temos que

X(t) = e)\lt[clKl + C2K2e()‘2_)‘1)t],
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CASO 1.C - Autovalores com sinais opostos.
Aqui, 72 —4A >0 e A < 0. Admitamos Xy < 0 < \p.
Observando a expressdo (10), temos que

X(t) = e)\lt[clKl + C2K2e()‘2_)‘1)t],

Quando ¢; = 0, X(t) = cpKpe?2t.
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CASO 1.C - Autovalores com sinais opostos.
Aqui, 72 —4A >0 e A < 0. Admitamos Xy < 0 < \p.
Observando a expressdo (10), temos que

X(t) = e)\lt[clKl + C2K2e()‘2_)‘1)t],

Quando ¢; = 0, X(t) = c2K2e™t. Notemos que, quando
t— 00, et T2 e, portanto, X(t) — 0.
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CASO 1.C - Autovalores com sinais opostos.
Aqui, 72 —4A >0 e A < 0. Admitamos Xy < 0 < \p.
Observando a expressdo (10), temos que

X(t) = e)\lt[clKl + C2K2e()‘2_)‘1)t],

Quando ¢; = 0, X(t) = c2K2e™t. Notemos que, quando
t— 00, et T2 e, portanto, X(t) — 0.
Quando ¢, = 0, X(t) = ciKieMt.
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CASO 1.C - Autovalores com sinais opostos.
Aqui, 72 —4A >0 e A < 0. Admitamos Xy < 0 < \p.
Observando a expressdo (10), temos que

X(t) = e)\lt[clKl + C2K2e()‘2_)‘1)t],

Quando ¢; = 0, X(t) = c2K2e™t. Notemos que, quando
t— 00, et T2 e, portanto, X(t) — 0.
Quando ¢; = 0, X(t) = c1KieMt. Notemos que, quando

t — oo, eMt % 1o e, portanto, X(t) se afasta da origem.
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No caso 1.C, o ponto critico (0,0) determina um ponto de
sela.
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No caso 1.C, o ponto critico (0,0) determina um ponto de

N
N

sela.
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CASO 2 - Um autovalor real repetido.
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CASO 2 - Um autovalor real repetido.
Neste caso, verificamos que a identidade 72 — 4A = 0 deve
ser respeitada.
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CASO 2 - Um autovalor real repetido.

Neste caso, verificamos que a identidade 72 — 4A = 0 deve
ser respeitada.

Duas situagbes precisam ser consideradas:
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CASO 2 - Um autovalor real repetido.

Neste caso, verificamos que a identidade 72 — 4A = 0 deve
ser respeitada.

Duas situagbes precisam ser consideradas:

CASO 2.A. Dois autovetores linearmente independentes
associados ao autovalor repetido A.
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CASO 2 - Um autovalor real repetido.

Neste caso, verificamos que a identidade 72 — 4A = 0 deve
ser respeitada.

Duas situagbes precisam ser consideradas:

CASO 2.A. Dois autovetores linearmente independentes
associados ao autovalor repetido A.

Consideremos que Ki e K; sejam dois autovetores linearmente
independentes associados ao autovalor real A.
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CASO 2 - Um autovalor real repetido.

Neste caso, verificamos que a identidade 72 — 4A = 0 deve
ser respeitada.

Duas situagbes precisam ser consideradas:

CASO 2.A. Dois autovetores linearmente independentes
associados ao autovalor repetido A.

Consideremos que Ki e K; sejam dois autovetores linearmente
independentes associados ao autovalor real A.

Neste caso, temos que

X(t) = C1K16>‘t + C2K26)‘t

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Eleomar Cardoso Junior



CASO 2 - Um autovalor real repetido.

Neste caso, verificamos que a identidade 72 — 4A = 0 deve
ser respeitada.

Duas situagbes precisam ser consideradas:

CASO 2.A. Dois autovetores linearmente independentes
associados ao autovalor repetido A.

Consideremos que Ki e K; sejam dois autovetores linearmente
independentes associados ao autovalor real A.

Neste caso, temos que

X(t) = aKieM + o Kot = M (i Ky + o ka).
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CASO 2 - Um autovalor real repetido.

Neste caso, verificamos que a identidade 72 — 4A = 0 deve
ser respeitada.

Duas situagbes precisam ser consideradas:

CASO 2.A. Dois autovetores linearmente independentes
associados ao autovalor repetido A.

Consideremos que Ki e K; sejam dois autovetores linearmente
independentes associados ao autovalor real A.

Neste caso, temos que

X(t) = aKieM + o Kot = M (i Ky + o ka).

(a) Se A <0, temos que X(t) se aproxima da origem.
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CASO 2 - Um autovalor real repetido.

Neste caso, verificamos que a identidade 72 — 4A = 0 deve
ser respeitada.

Duas situagbes precisam ser consideradas:

CASO 2.A. Dois autovetores linearmente independentes
associados ao autovalor repetido A.

Consideremos que Ki e K; sejam dois autovetores linearmente
independentes associados ao autovalor real A.

Neste caso, temos que

X(t) = aKieM + o Kot = M (i Ky + o ka).

(a) Se A <0, temos que X(t) se aproxima da origem. Nesta
situagdo, dizemos que (0,0) é um né estavel degenerado.
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CASO 2 - Um autovalor real repetido.

Neste caso, verificamos que a identidade 72 — 4A = 0 deve
ser respeitada.

Duas situagbes precisam ser consideradas:

CASO 2.A. Dois autovetores linearmente independentes
associados ao autovalor repetido A.

Consideremos que Ki e K; sejam dois autovetores linearmente
independentes associados ao autovalor real A.

Neste caso, temos que

X(t) = aKieM + o Kot = M (i Ky + o ka).

(a) Se A <0, temos que X(t) se aproxima da origem. Nesta
situagdo, dizemos que (0,0) é um né estavel degenerado.

(b) Se A >0, temos que X(t) se afasta da origem.
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CASO 2 - Um autovalor real repetido.

Neste caso, verificamos que a identidade 72 — 4A = 0 deve
ser respeitada.

Duas situagbes precisam ser consideradas:

CASO 2.A. Dois autovetores linearmente independentes
associados ao autovalor repetido A.

Consideremos que Ki e K; sejam dois autovetores linearmente
independentes associados ao autovalor real A.

Neste caso, temos que

X(t) = aKieM + o Kot = M (i Ky + o ka).

(a) Se A <0, temos que X(t) se aproxima da origem. Nesta
situagdo, dizemos que (0,0) é um né estavel degenerado.

(b) Se A > 0, temos que X(t) se afasta da origem. Temos, nesta
situagdo, que (0,0) é um né instdvel degenerado. ' ” I'PR
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CASO 2.B - Um dnico autovetor linearmente independente
associado ao autovalor repetido A.
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CASO 2.B - Um dnico autovetor linearmente independente
associado ao autovalor repetido .
Conforme estudado, neste caso, a solucdo geral é dada por

X(t) = ciKie + co(Kitet + Pe)
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CASO 2.B - Um dnico autovetor linearmente independente
associado ao autovalor repetido .
Conforme estudado, neste caso, a solucdo geral é dada por

X(t) = aaKi1eM + oo (Kitet + Pett) = tett <c2K1 + C—thl + C—fP)
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CASO 2.B - Um dnico autovetor linearmente independente
associado ao autovalor repetido .
Conforme estudado, neste caso, a solucdo geral é dada por

X(t) = aaKi1eM + oo (Kitet + Pett) = tett <c2K1 + C—thl + C—fP) ,

onde (B — Ah)P = Ki.
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CASO 2.B - Um dnico autovetor linearmente independente
associado ao autovalor repetido .
Conforme estudado, neste caso, a solucdo geral é dada por

X(t) = aaKi1eM + oo (Kitet + Pett) = tett <c2K1 + C—thl + C—fP) ,

onde (B — Ah)P = Ki.

(a) Se A <0, temos que te*t Z¥0e, por consequéncia, X(t)
tende a zero.
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CASO 2.B - Um dnico autovetor linearmente independente
associado ao autovalor repetido .
Conforme estudado, neste caso, a solucdo geral é dada por

X(t) = aaKi1eM + oo (Kitet + Pett) = tett <c2K1 + C—thl + C—fP) ,

onde (B — Ah)P = Ki.

(a) Se A <0, temos que te*t Z¥0e, por consequéncia, X(t)
tende a zero. Neste caso, (0,0) é um ponto critico né estdvel
degenerado.
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CASO 2.B - Um dnico autovetor linearmente independente
associado ao autovalor repetido .
Conforme estudado, neste caso, a solucdo geral é dada por

X(t) = aaKi1eM + oo (Kitet + Pett) = tett <c2K1 + C—thl + C—fP) ,

onde (B — Ah)P = Ki.

t al
(a) Se A <0, temos que te*t % 0 e, por consequéncia, X(t)
tende a zero. Neste caso, (0,0) é um ponto critico né estdvel

degenerado.

(b) Se A > 0, temos que te* = 400 e, por consequéncia, X(t)

se afasta da origem.
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CASO 2.B - Um dnico autovetor linearmente independente
associado ao autovalor repetido .
Conforme estudado, neste caso, a solucdo geral é dada por

X(t) = aaKi1eM + oo (Kitet + Pett) = tett <c2K1 + C—thl + C—fP) ,

onde (B — Ah)P = Ki.

t al
(a) Se A <0, temos que te*t % 0 e, por consequéncia, X(t)
tende a zero. Neste caso, (0,0) é um ponto critico né estdvel

degenerado.

(b) Se A > 0, temos que te* = 400 e, por consequéncia, X(t)

se afasta da origem. Neste caso, (0,0) é um ponto critico né
instavel degenerado.
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Na figura abaixo, uma outra situacdo em que ha né estavel
degenerado.
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Na figura abaixo, uma outra situacdo em que ha né estavel
degenerado.

b

é//i/

\
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CASO 3. Dois autovalores complexos (ndo-reais).
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CASO 3. Dois autovalores complexos (ndo-reais).
Esta é a situacdo em que 72 — 4A < 0.
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CASO 3. Dois autovalores complexos (ndo-reais).
Esta é a situacdo em que 72 — 4A < 0. Os autovalores s3o
M=a+ifel=a—if ondea, R, 5#0.
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CASO 3. Dois autovalores complexos (ndo-reais).

Esta é a situacdo em que 72 — 4A < 0. Os autovalores s3o
M=a+ifel=a—if ondea, R, 5#0.

Neste caso, apds algumas adaptagdes, deduz-se que

x(t) = e**[a11 cos(Bt) + a1z sin(St)]
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CASO 3. Dois autovalores complexos (ndo-reais).

Esta é a situacdo em que 72 — 4A < 0. Os autovalores s3o
M=a+ifel=a—if ondea, R, 5#0.

Neste caso, apds algumas adaptagdes, deduz-se que

x(t) = e**[a11 cos(Bt) + a1z sin(St)]

y(t) = e*[ap1 cos(Bt) + ax sin(Bt)].
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CASO 3. Dois autovalores complexos (ndo-reais).

Esta é a situacdo em que 72 — 4A < 0. Os autovalores s3o
M=a+ifel=a—if ondea, R, 5#0.

Neste caso, apds algumas adaptagdes, deduz-se que

x(t) = e**[a11 cos(Bt) + a1z sin(St)]

y(t) = e*[ap1 cos(Bt) + ax sin(Bt)].

Analisaremos duas possiveis situacoes.
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CASO 3.A. Autovalores Imaginarios Puros
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CASO 3.A. Autovalores Imaginarios Puros (o = 0).

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Eleomar Cardoso Junior



CASO 3.A. Autovalores Imaginarios Puros (o = 0).
Aqui, 72 —4A <0e T =0.
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CASO 3.A. Autovalores Imaginarios Puros (o = 0).
Aqui, 2 _4A<0eT=0.
Nesta situacdo, deduz-se que

x(t) = a1 cos(St) + a1 sin(Bt)

y(t) = ap1 cos(St) + ax sin(St).
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CASO 3.A. Autovalores Imaginarios Puros (o = 0).
Aqui, 2 _4A<0eT=0.
Nesta situacdo, deduz-se que

x(t) = a1 cos(St) + a1 sin(Bt)

y(t) = ap1 cos(St) + ax sin(St).

Neste caso, (0,0) é um ponto de centro.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Eleomar Cardoso Junior



CASO 3.A. Autovalores Imaginarios Puros (o = 0).
Aqui, 2 _4A<0eT=0.
Nesta situacdo, deduz-se que

x(t) = a1 cos(St) + a1 sin(Bt)

y(t) = ap1 cos(St) + ax sin(St).

Neste caso, (0,0) é um ponto de centro.

A 4
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CASO 3.B. Autovalores Complexos com parte real ndo-nula.
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CASO 3.B. Autovalores Complexos com parte real ndo-nula.
Aqui, 7'2—4A<0e7'7$0.
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CASO 3.B. Autovalores Complexos com parte real ndo-nula.
Aqui, 7'2—4A<0e7'7$0.

(a) Quando o < 0, e =% 0. Desta maneira, x(t) =3 0
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CASO 3.B. Autovalores Complexos com parte real ndo-nula.
Aqui, 7'2—4A<0e7'7$0.

(a) Quando a < 0, et =% 0. Desta maneira, x(t) =3 0 e
y(t) =5 0.
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CASO 3.B. Autovalores Complexos com parte real ndo-nula.
Aqui, 7'2—4A<0e7'7$0.

(a) Quando a < 0, et =% 0. Desta maneira, x(t) =3 0 e

y(t) =5 0. Aqui, (0,0) é um ponto espiral estavel.
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CASO 3.B. Autovalores Complexos com parte real ndo-nula.
Aqui, 7'2—4A<0e7'7$0.

(a) Quando a < 0, et =% 0. Desta maneira, x(t) =3 0 e

y(t) =5 0. Aqui, (0,0) é um ponto espiral estavel.

(b) Quando a > 0, et Z% 4 50. Desta maneira, x(t) 2% 1o
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CASO 3.B. Autovalores Complexos com parte real ndo-nula.
Aqui, 7'2—4A<0e7'7$0.

(a) Quando a < 0, et =% 0. Desta maneira, x(t) =3 0 e

y(t) =5 0. Aqui, (0,0) é um ponto espiral estavel.

(b) Quando a > 0, et Z% 4 50. Desta maneira, x(t) 2% 1o

e y(t) =% +o0.
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CASO 3.B. Autovalores Complexos com parte real ndo-nula.
Aqui, 7'2—4A<0e7'7$0.

(a) Quando a <0, e** 2% 0. Desta maneira, x(t) Z¥0e
y(t) Z%0. Aqui, (0,0) é um ponto espiral estavel.
(b) Quando a > 0, et Z% 4 50. Desta maneira, x(t) 2% 1

e y(t) =Y 4. Aqui, (0,0) é um ponto espiral instavel.
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CASO 3.B. Autovalores Complexos com parte real ndo-nula.
Aqui, 7'2—4A<0e7'7$0.

(a) Quando a <0, e** 2% 0. Desta maneira, x(t) Z¥0e
y(t) =5 0. Aqui, (0,0) é um ponto espiral estavel.
(b) Quando a > 0, et Z% 4 50. Desta maneira, x(t) 2% 1

e y(t) =Y 4. Aqui, (0,0) é um ponto espiral instavel.
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Teorema

Para um sistema auténomo plano linear (9),
X(t)=a-x(t)+b-y(t), y'(t)=c-x(t)+d-y(t),

denotemos por X = X(t) = (x(t), y(t)) a solugdo que satisfaz a

=

condicdo inicial X(0) = Xp, com Xy # 0. Entdo,
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Teorema

Para um sistema auténomo plano linear (9),
X(t)=a-x(t)+b-y(t), y'(t)=c-x(t)+d-y(t),

denotemos por X = X(t) = (x(t), y(t)) a solugdo que satisfaz a

=

condicdo inicial X(0) = Xp, com Xy # 0. Entdo,

t— = A
(a) X(t) 2%9° 0, se e somente se, os autovalores de B tém
partes reais negativas.
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Teorema

Para um sistema auténomo plano linear (9),
X(t)=a-x(t)+b-y(t), y'(t)=c-x(t)+d-y(t),

denotemos por X = X(t) = (x(t), y(t)) a solugdo que satisfaz a

condicdo inicial X(0) = Xp, com Xy # 0. Entso,

(a) X(t) “279° 6, se e somente se, os autovalores de B tém
partes reais negativas. Isto ocorre quando A = ad — bc > 0 e
T=a+d<0.
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Teorema

Para um sistema auténomo plano linear (9),
X(t)=a-x(t)+b-y(t), y'(t)=c-x(t)+d-y(t),

denotemos por X = X(t) = (x(t), y(t)) a solugdo que satisfaz a

condicdo inicial X(0) = Xp, com Xy # 0. Entso,

(a) X(t) “279° 6, se e somente se, os autovalores de B tém
partes reais negativas. Isto ocorre quando A = ad — bc > 0 e
T=a+d<0.

(b) X(t) € periddica, se e somente se, os autovalores de B sdo
imagindrios puros, o que ocorre quando A >0 e = 0.
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Teorema

Para um sistema auténomo plano linear (9),
X(t)=a-x(t)+b-y(t), y'(t)=c-x(t)+d-y(t),

denotemos por X = X(t) = (x(t), y(t)) a solugdo que satisfaz a

=

condicdo inicial X(0) = Xp, com Xy # 0. Entdo,

(a) X(t) “279° 6, se e somente se, os autovalores de B tém
partes reais negativas. Isto ocorre quando A = ad — bc > 0 e
T=a+d<0.

(b) X(t) € periddica, se e somente se, os autovalores de B sdo
imagindrios puros, o que ocorre quando A >0 e = 0.

(c) Em todos os outros casos, dada uma vizinhanga arbitrdria da
origem, hd ao menos um Xy nesta vizinhanga para o qual
X(t) se torna arbitrariamente grande quando t cresce.
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O teorema pode ser apresentado graficamente.
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O teorema pode ser apresentado graficamente.

A
Ti=4A
espiral espiral
estavel instavel

cen@

né instavel
degenerado

né estavel
degenerado
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Em geral, sistemas autdnomos de equacdes diferenciais
n3o-lineares X’ = g(X) podem possuir mais de um ponto critico,
distinto de 0. Desta forma, a estabilidade para pontos criticos
destes sistemas n3o pode ser verificada simplesmente através da
teoria desenvolvida nos slides anteriores. Para verificacdo se tornar
possivel, se faz necessério a aplicagdo de um processo chamado
linearizagdo que consiste na substituicdo do termo g(X) do
sistema auténomo por um termo linear A(X — X1) que melhor
aproxime g(X) em uma vizinhan¢a de Xi, este dltimo um ponto
critico na caracterizacao.
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Teorema

Seja o sistema auténomo plano

X' =P(x,y), ¥y = Q(x,y). (11)

Consideremos que X; = > seja um ponto critico do sistema

auténomo plano (11).
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Teorema

Seja o sistema auténomo plano
xX'=P(x,y), ¥y =Q(xy). (11)

X1

Consideremos que X; = seja um ponto critico do sistema

auténomo plano (11). Assumamos que P(x,y) e que Q(x,y) tenham
derivadas parciais de primeira ordem continuas em uma vizinhanga de Xj.
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Teorema

Seja o sistema auténomo plano

XI:P(va)v y/:Q(Xa}/)' (11)

g X1 g O g
Consideremos que X; = seja um ponto critico do sistema

auténomo plano (11). Assumamos que P(x,y) e que Q(x,y) tenham
derivadas parciais de primeira ordem continuas em uma vizinhanga de Xj.
Finalmente, consideremos a matriz

op op
A= Ox (x1,51) dy (xa,31)
I 2Q
Ox (x1,1) dy (xa,1)

seja a matriz jacobiana em X .
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Teorema

Seja o sistema auténomo plano
xX'=P(x,y), ¥y =Q(xy). (11)

X1

Consideremos que X; = seja um ponto critico do sistema

auténomo plano (11). Assumamos que P(x,y) e que Q(x,y) tenham
derivadas parciais de primeira ordem continuas em uma vizinhanga de Xj.
Finalmente, consideremos a matriz

op op
A= Ox (x1,51) dy (xa,31)
I
Ox (x1,1) dy (xa,1)

seja a matriz jacobiana em Xy. Se os autovalores da matriz A tiverem
partes reais negativas, entdo, X; é um ponto critico assintoticamente
estavel de (11).
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Teorema

Seja o sistema auténomo plano
xX'=P(x,y), ¥y =Q(xy). (11)

X1

Consideremos que X; = seja um ponto critico do sistema

auténomo plano (11). Assumamos que P(x,y) e que Q(x,y) tenham
derivadas parciais de primeira ordem continuas em uma vizinhanga de Xj.
Finalmente, consideremos a matriz

op op
A= Ox (x1,51) dy (xa,31)
I 2Q
Ox (x1,1) dy (xa,1)

seja a matriz jacobiana em Xy. Se os autovalores da matriz A tiverem
partes reais negativas, entdo, X; é um ponto critico assintoticamente
estdvel de (11). Se A tiver um autovalor com parte real positiva, entdo,
X1 € um ponto critico instavel de (11). PR

Eleomar Cardoso Junior



Definamos

oP
-

0Q
= o +

ay

(x1,51) (x1,51)
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Definamos

oP aQ
Ti= — 4+ —
Ox (x1,51) dy (x1,y1)
e
A._<6P Q )_<8P - 0Q )
Ox (x1.1) dy (x1,y1) dy (x1,y1) Ox (x1,y1)
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Abaixo, o comportamento especificado para a
estabilidade/instabilidade por intermédio de um esbogo grifico.

A
: T =44
espiral espiral
estavel instavel
9 ! 7 r /3
no estavel A5 7 n6 instivel
i : l
2 9 9
estivel % 9 - instével
SRR ] 9 P
T
sela
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Se 72 =4A e 7 > 0, o ponto critico X; é instavel.
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Se 72 =4A e 7 > 0, o ponto critico X; é instavel. Neste
caso, o ponto critico pode ser uma espiral instavel, um né instavel
ou um né instdvel degenerado.
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Se 7> =4A et >0, o ponto critico X; é instavel. Neste
caso, o ponto critico pode ser uma espiral instavel, um né instavel
ou um né instdvel degenerado.

Se 72 =4A e 7 <0, o ponto critico X; é estavel.
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Se 7> =4A et >0, o ponto critico X; é instavel. Neste
caso, o ponto critico pode ser uma espiral instavel, um né instavel
ou um né instdvel degenerado.

Set2=4AeT <0, o0 ponto critico X; é estavel. Neste caso,
o ponto critico pode ser uma espiral estavel, um né estavel ou um
né estavel degenerado.
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Se 7> =4A et >0, o ponto critico X; é instavel. Neste
caso, o ponto critico pode ser uma espiral instavel, um né instavel
ou um né instdvel degenerado.

Set2=4AeT <0, o0 ponto critico X; é estavel. Neste caso,
o ponto critico pode ser uma espiral estavel, um né estavel ou um
né estavel degenerado.

SeT=0eA >0, os autovalores de A s3o imaginarios puros
e, aqui, o ponto critico X; pode ser uma espiral estdvel, uma
espiral instavel ou mesmo um ponto de centro.
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MODELO DE COMPETICAO DE

LOTKA-VOLTERRA

O modelo de Lotka-Volterra ajuda a entender o que ocorre
quando duas ou mais espécies, com caracteristicas similares,
competem entre si para obter alimento, dgua, espago e outros
recursos de um ecossistema. A utilizagdo de um destes recursos
por uma populac3do restringe, por conseguinte, a capacidade da
outra populagdo sobreviver e crescer.
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MODELO DE COMPETICAO DE

LOTKA-VOLTERRA

O modelo de Lotka-Volterra ajuda a entender o que ocorre
quando duas ou mais espécies, com caracteristicas similares,
competem entre si para obter alimento, dgua, espago e outros
recursos de um ecossistema. A utilizagdo de um destes recursos
por uma populac3do restringe, por conseguinte, a capacidade da
outra populagdo sobreviver e crescer.

A teoria parte da consideragdo de que x = x(t) e y = y(t)
sejam duas populagdes no tempo t.
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Na auséncia da espécie y, o crescimento da espécie x,
segundo a equacao logistica, é dado por

dx X
=k 11— —
dt 1X< K1>’

onde k; é uma constante positiva que caracteriza crescimento e Ki
é a capacidade suporte do ambiente em relacdo a populagdo da
espécie x.
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Na auséncia da espécie y, o crescimento da espécie x,
segundo a equacao logistica, é dado por

% = kix <1 — ;1) ,
onde k; é uma constante positiva que caracteriza crescimento e Ki
é a capacidade suporte do ambiente em relacdo a populagdo da
espécie x.
Da mesma forma, convencionamos que, na auséncia da
espécie x, o crescimento da espécie y é dado pela equacao

dy y

kK 1- 2

1 = Ry %)
onde k> é uma constante positiva que caracteriza crescimento e K
é a capacidade suporte do ambiente em relacdo a populagdo da

espécie y. lJ-I_rPR
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Quando as duas espécies estdo presentes no mesmo ambiente
é de se esperar que uma interfira nos recursos da outra. Enquanto
uma reduz o crescimento, a outra apresenta satura¢io
populacional.
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Quando as duas espécies estdo presentes no mesmo ambiente
é de se esperar que uma interfira nos recursos da outra. Enquanto
uma reduz o crescimento, a outra apresenta satura¢io
populacional.

A expressdao mais simples para reduzir a taxa de crescimento
da espécie x em relacdo a espécie y é obtida quando substituimos

. X X ‘
o fator de crescimento 1 — — por 1 — — — a3y, onde a3 é
Ki Ki
constante positiva que caracteriza a medida do grau da

interferéncia de y em razdo de x.
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Quando as duas espécies estdo presentes no mesmo ambiente
é de se esperar que uma interfira nos recursos da outra. Enquanto
uma reduz o crescimento, a outra apresenta satura¢io
populacional.

A expressdao mais simples para reduzir a taxa de crescimento
da espécie x em relacdo a espécie y é obtida quando substituimos

. X X ,
o fator de crescimento 1 — — por 1 — — — a3y, onde a3 é
K1 K1

constante positiva que caracteriza a medida do grau da
interferéncia de y em razdo de x.
Da mesma forma, a expressdo mais simples para reduzir a

taxa de crescimento da espécie y em relacdo a x é obtida quando

substituimos o fator 1 — e por 1 — Y _ anx, onde ap €
K> K>

constante positiva que caracteriza a medida do grau da
interferéncia de x em raz3o de y.
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Consideremos o sistema auténomo plano

%:klx 1—1—041)/
dy:kzy ].—L—OQX
dt K>
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Consideremos o sistema auténomo plano

d
X ax(1- X —ayy
dt Ki (12)
dy:kzy ].—L—OQX
dt K2
kl k2
azendo a; 1, b1 Kl,cl 1Ky, a 2, D2 K, €

C» = aokp, temos que

=X (31 — b1X — Cly)
y'(t) =y (a2 — bay — c2x).
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Consideremos o sistema auténomo plano

% =kix|(1— x - aly
dy

Yy
=k 1—=-
dr 2y K, Qo X

k k
Fazendo a1 = kq, b1 = —1, c1 = aiki, a» = ko, by = 2

Kl K2
C» = aokp, temos que

=X (31 — b1X — Cly)
y'(t) =y (a2 — bay — c2x).

Observamos que (0, 0), <0, f) e (?,O) s30 pontos criticos do
2 1
sistema (12).
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Consideremos o sistema auténomo plano

d
X ax(1- X —ayy
dt Ki (12)
Q:kzy ].—L—OQX
dt K2
kl k2
azendo a; 1, b1 Kl,cl 1Ky, a 2, D2 ng

C» = aokp, temos que

= x (a1 — bix — c1y)
y'(t) =y (a2 — by — c2x).
an al ~ It
Observamos que (0, 0), <0, b) e (b,0> s30 pontos criticos do
2 1

sistema (12). Além disto, existe (x,y), ponto critico de (12), tal
que a1 —bix—cay=0e a — by — oox = 0. ”erR
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Da equagdo x'(t) = x(a1 — bix — c1y), podemos, entretanto,
observar que x cresce quando a; — by x — c1y > 0 (pois, x é
considerado como niimero maior que zero).

UTrer

UNVERSIOADE TEGHOLOGICA FEDSRAL 00 PARANA

Eleomar Cardoso Junior



Da equagdo x'(t) = x(a1 — bix — c1y), podemos, entretanto,
observar que x cresce quando a; — by x — c1y > 0 (pois, x é
considerado como niimero maior que zero).

Analogamente, observamos que x decresce quando
ai — bix — cay < 0.
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Da equagdo x'(t) = x(a1 — bix — c1y), podemos, entretanto,
observar que x cresce quando a; — by x — c1y > 0 (pois, x é
considerado como niimero maior que zero).

Analogamente, observamos que x decresce quando
ai — bix — cay < 0.

Da equacdo y'(t) = y(a2 — boy — c2x), observamos que y
cresce quando ay — boy — cpx > 0 e decresce se ap — boy — cox < 0.
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Da equagdo x'(t) = x(a1 — bix — c1y), podemos, entretanto,
observar que x cresce quando a; — by x — c1y > 0 (pois, x é
considerado como niimero maior que zero).

Analogamente, observamos que x decresce quando
ai — bix — cay < 0.

Da equacdo y'(t) = y(a2 — boy — c2x), observamos que y
cresce quando ay — boy — cpx > 0 e decresce se ap — boy — cox < 0.

Imaginando o plano xy, podemos compreender as solugoes
para o sistema auténomo plano proposto como o deslocamento de
(x(t), y(t)) em fungdo do tempo t.
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Da equagdo x'(t) = x(a1 — bix — c1y), podemos, entretanto,
observar que x cresce quando a; — by x — c1y > 0 (pois, x é
considerado como niimero maior que zero).

Analogamente, observamos que x decresce quando
ai — bix — cay < 0.

Da equacdo y'(t) = y(a2 — boy — c2x), observamos que y
cresce quando ay — boy — cpx > 0 e decresce se ap — boy — cox < 0.

Imaginando o plano xy, podemos compreender as solugoes
para o sistema auténomo plano proposto como o deslocamento de
(x(t), y(t)) em fungdo do tempo t.

Suponhamos que a populagdo inicial (xg, yo) seja caracterizada
no instante t = 0.
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Da equagdo x'(t) = x(a1 — bix — c1y), podemos, entretanto,
observar que x cresce quando a; — by x — c1y > 0 (pois, x é
considerado como niimero maior que zero).

Analogamente, observamos que x decresce quando
ai — bix — cay < 0.

Da equacdo y'(t) = y(a2 — boy — c2x), observamos que y
cresce quando ay — boy — cpx > 0 e decresce se ap — boy — cox < 0.

Imaginando o plano xy, podemos compreender as solugoes
para o sistema auténomo plano proposto como o deslocamento de
(x(t), y(t)) em fungdo do tempo t.

Suponhamos que a populagdo inicial (xg, yo) seja caracterizada
no instante t = 0. As figuras, a seguir, ajudam a interpretar o que
ocorre com os habitantes de x e y com o passar do tempo.
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T a-hx-ey <0
(x decresce)

ay fby

¥ l ay—by—ex <0
\\\ (v decresce)
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(xicresce)  —* (v cresce) t T
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Problema: Consideremos x e y as densidades populacionais
n3o-nulas (em individuos por m3 de dgua) de duas espécies de
peixe, respectivamente, A e B, que competem pelos mesmos
recursos em um lago qualquer do planeta Terra.
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Problema: Consideremos x e y as densidades populacionais
n3o-nulas (em individuos por m3 de dgua) de duas espécies de
peixe, respectivamente, A e B, que competem pelos mesmos
recursos em um lago qualquer do planeta Terra. Assumamos que

dx . . . .
pm seja a taxa de crescimento da densidade populacional da

espécie A.
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Problema: Consideremos x e y as densidades populacionais
n3o-nulas (em individuos por m3 de dgua) de duas espécies de
peixe, respectivamente, A e B, que competem pelos mesmos
recursos em um lago qualquer do planeta Terra. Assumamos que

dx . . . .
pm seja a taxa de crescimento da densidade populacional da

: . dy .
espécie A. Da mesma forma, consideremos que — seja a taxa de

crescimento da densidade populacional da espécie B.
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Problema: Consideremos x e y as densidades populacionais
n3o-nulas (em individuos por m3 de dgua) de duas espécies de
peixe, respectivamente, A e B, que competem pelos mesmos
recursos em um lago qualquer do planeta Terra. Assumamos que

dx . . . .
pm seja a taxa de crescimento da densidade populacional da

: . dy .
espécie A. Da mesma forma, consideremos que — seja a taxa de

crescimento da densidade populacional da espécie B. Tais taxas
sdo descritas da forma seguinte:

%:x(10—0,2x—0,4y)
) d
ay
2
i y(50 — 0,2y — 0, 5x).
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Problema: Consideremos x e y as densidades populacionais
n3o-nulas (em individuos por m3 de dgua) de duas espécies de
peixe, respectivamente, A e B, que competem pelos mesmos
recursos em um lago qualquer do planeta Terra. Assumamos que

dx . . . .
pm seja a taxa de crescimento da densidade populacional da

: . dy .
espécie A. Da mesma forma, consideremos que — seja a taxa de

crescimento da densidade populacional da espécie B. Tais taxas
sdo descritas da forma seguinte:

%:x(10—0,2x—0,4y)
) d
ay
2
i y(50 — 0,2y — 0, 5x).

O que podemos esperar para os valores de x e y com o

do tempo t? PR
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Vemos que

x' =10x — 0, 2x2% — 0, 4xy

y' =50y -0, 2y2 —0,5xy.
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Vemos que

x' =10x — 0, 2x2% — 0, 4xy

y' =50y —0,2y% —0,5xy.
Este sistema auténomo plano n3o-linear admite quatro pontos

criticos:
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Vemos que

x' =10x — 0, 2x2% — 0, 4xy

y' =50y —0,2y% —0,5xy.
Este sistema auténomo plano n3o-linear admite quatro pontos

criticos: (0, 0),
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Vemos que

x' =10x — 0, 2x2% — 0, 4xy

y' =50y —0,2y% —0,5xy.
Este sistema auténomo plano n3o-linear admite quatro pontos

criticos: (0, 0), (0,250),
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Vemos que

x' =10x — 0, 2x2% — 0, 4xy

y' =50y —0,2y% —0,5xy.
Este sistema auténomo plano n3o-linear admite quatro pontos

criticos: (0,0), (0,250), (50,0)
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Vemos que

x' =10x — 0, 2x2% — 0, 4xy

y' =50y —0,2y% —0,5xy.
Este sistema auténomo plano n3o-linear admite quatro pontos

225 12
criticos: (0,0), (0,250), (50,0) e <25 _45>_
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Vemos que

x' =10x — 0, 2x2% — 0, 4xy

y' =50y — 0, 2y2 — 0, 5xy.
Este sistema auténomo plano n3o-linear admite quatro pontos

225 125
criticos: (0, 0), (0,250), (50,0) e <2, —4). Analisaremos os
trés primeiros casos.
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Vemos que

x' =10x — 0, 2x2% — 0, 4xy

y' =50y — 0, 2y2 — 0, 5xy.

Este sistema auténomo plano n3o-linear admite quatro pontos

225 125
criticos: (0, 0), (0,250), (50,0) e <2, —4). Analisaremos os
trés primeiros casos.
Consideremos a matriz
/ [ 10—-0,4x - 0,4y —0,4x
g'((x,y)) = ( —0,5y 50 — 0,4y — 0,5x
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Notemos que
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Notemos que
, (10 0

Como os autovalores de g’((0,0)) sdo 10 e 50, valores reais
positivos, observamos que (0,0) é um ponto critico instavel. Na
verdade, (0,0) é um nd instavel, ja que tanto o determinante,
quanto o trago da matriz g’((0,0)) s3o valores positivos.
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Notemos que
, (10 0

Como os autovalores de g’((0,0)) sdo 10 e 50, valores reais
positivos, observamos que (0,0) é um ponto critico instavel. Na
verdade, (0,0) é um nd instavel, ja que tanto o determinante,
quanto o trago da matriz g’((0,0)) s3o valores positivos.

Fisicamente, entendemos que dado um par ordenado (xg, yo),
de valores iniciais para densidades populacionais propostas
respectivamente a A e a B, muito préximas ao ponto critico (0, 0),
com o crescimento do tempo t, veremos que (x(t), y(t)) se
afastara deste ponto critico, caracterizando mudancas no valor

destas densidades populacionais.
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Notemos também que

£'((50,0)) = ( —30 —2250 ) |
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Notemos também que
, ([ —10 =20

Como os autovalores de g’((50,0)) sdo —10 e 25, observamos
que (50,0) é um ponto critico instavel. Na verdade, (50,0) é um
ponto de sela.
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Finalmente, notemos que

g0 = ( g %)
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Finalmente, notemos que

g0 = ( g %)

Como os autovalores de g’((0,250)) sdo —50 e —90,
observamos que (0,250) é um ponto critico assintoticamente
estdvel.
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250 ¢ 50-0,2y-0,5x=0
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250 ¢ 50-0,2y-0,5x=0

\
\

X
-
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|
3
\
i
‘—T\
B
\
\
-

50 100 x

10-0,2x-0,4y=0

Percebe-se, de forma clara, que a medida que t é muito
grande, x se aproxima de zero e y “caminha em direcdo” a 250.
Tal proposta nos alega que a populacdo da espécie A tende a ser
extinta do lago, enquanto, a populacao da espécie B deve se lJ-I_rPR
estabilizar por volta de 250 individuos por m? de agua.



Plano de fase determinado pelo sistema auténomo em
questao.
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Plano de fase determinado pelo sistema auténomo em

questao.
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Consideremos que (x(0), y(0)) = (200, 200).
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Consideremos que (x(0), y(0)) = (200, 200).
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A populagdo de x(t) estd em vermelho.
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A populagdo de x(t) estd em vermelho. A populagdo y(t) estd
em verde.
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A populagdo de x(t) estd em vermelho. A populagdo y(t) estd
em verde.
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A populagdo de x(t) estd em vermelho. A populagdo y(t) estd
em verde.
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A populagdo de x(t) estd em vermelho. A populagdo y(t) estd

em verde.

2304

2001

130 4

Xy

100 4

x(t) tende a extingdo. y(t) se estabiliza em 250 individuos pof i
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MODELO PRESA-PREDADOR DE
LOTKA-VOLTERRA

Suponhamos duas espécies: A e B.




MODELO PRESA-PREDADOR DE
LOTKA-VOLTERRA

Suponhamos duas espécies: A e B. Vivendo em um ambiente
isolado, A se alimenta quase que exclusivamente de B. B,
entretanto, sobrevive através de outra fonte alimentar.
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MODELO PRESA-PREDADOR DE

LOTKA-VOLTERRA

Suponhamos duas espécies: A e B. Vivendo em um ambiente
isolado, A se alimenta quase que exclusivamente de B. B,
entretanto, sobrevive através de outra fonte alimentar.

Consideremos x(t) a populagdo da espécie A, que neste
contexto é a predadora.
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MODELO PRESA-PREDADOR DE

LOTKA-VOLTERRA

Suponhamos duas espécies: A e B. Vivendo em um ambiente
isolado, A se alimenta quase que exclusivamente de B. B,
entretanto, sobrevive através de outra fonte alimentar.

Consideremos x(t) a populagdo da espécie A, que neste
contexto é a predadora. y(t) serd a popula¢do da espécie B, a
presa.
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MODELO PRESA-PREDADOR DE

LOTKA-VOLTERRA

Suponhamos duas espécies: A e B. Vivendo em um ambiente
isolado, A se alimenta quase que exclusivamente de B. B,
entretanto, sobrevive através de outra fonte alimentar.

Consideremos x(t) a populagdo da espécie A, que neste
contexto é a predadora. y(t) serd a popula¢do da espécie B, a
presa. Interpretamos que o nimero de individuos de A e B varia
conforme o tempo t, esta Ultima uma variavel maior ou igual a
ZEro.
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MODELO PRESA-PREDADOR DE

LOTKA-VOLTERRA

Suponhamos duas espécies: A e B. Vivendo em um ambiente
isolado, A se alimenta quase que exclusivamente de B. B,
entretanto, sobrevive através de outra fonte alimentar.

Consideremos x(t) a populagdo da espécie A, que neste
contexto é a predadora. y(t) serd a popula¢do da espécie B, a
presa. Interpretamos que o nimero de individuos de A e B varia
conforme o tempo t, esta Ultima uma variavel maior ou igual a
zero.

Os cientistas Lotka e Volterra, a partir desta compreens3o,
desenvolveram um modelo que pretende entender o que ocorre
com os valores de x(t) e y(t), a partir da interagdo definida.
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Eles partiram das seguintes premissas:

e Na auséncia do predador, y(t) cresce indefinidamente, numa
taxa proporcional ao seu tamanho.
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Eles partiram das seguintes premissas:

e Na auséncia do predador, y(t) cresce indefinidamente, numa
taxa proporcional ao seu tamanho. Deste modo,
y'(t) =d-y(t), onde d >0 e x(t) =0, para todo t > 0.
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Eles partiram das seguintes premissas:

e Na auséncia do predador, y(t) cresce indefinidamente, numa
taxa proporcional ao seu tamanho. Deste modo,
y'(t) =d-y(t), onde d >0 e x(t) =0, para todo t > 0.

e Na auséncia da presa, o predador “morre” e x(t) decai.
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Eles partiram das seguintes premissas:

e Na auséncia do predador, y(t) cresce indefinidamente, numa
taxa proporcional ao seu tamanho. Deste modo,
y'(t) =d-y(t), onde d >0 e x(t) =0, para todo t > 0.

e Na auséncia da presa, o predador “morre” e x(t) decai. Assim,
x'(t) = —a- x(t), onde a> 0 e y(t) =0, para todo t > 0.
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Eles partiram das seguintes premissas:

e Na auséncia do predador, y(t) cresce indefinidamente, numa
taxa proporcional ao seu tamanho. Deste modo,

y'(t) =d-y(t), onde d >0 e x(t) =0, para todo t > 0.

e Na auséncia da presa, o predador “morre” e x(t) decai. Assim,
x'(t) = —a- x(t), onde a> 0 e y(t) =0, para todo t > 0.

@ O aumento no nimero de predadores é inteiramente
dependente do suprimento alimentar (presas) existente e as
presas sao consumidas numa taxa proporcional ao nimero de
encontros entre presa e predador.
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Eles partiram das seguintes premissas:

e Na auséncia do predador, y(t) cresce indefinidamente, numa
taxa proporcional ao seu tamanho. Deste modo,

y'(t) =d-y(t), onde d >0 e x(t) =0, para todo t > 0.

e Na auséncia da presa, o predador “morre” e x(t) decai. Assim,
x'(t) = —a- x(t), onde a> 0 e y(t) =0, para todo t > 0.

@ O aumento no nimero de predadores é inteiramente
dependente do suprimento alimentar (presas) existente e as
presas sao consumidas numa taxa proporcional ao nimero de
encontros entre presa e predador. Tais encontros diminuem o
nimero de presas e aumentam o nimero de predadores.
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: dx . d
Considerando pk taxa de crescimento de x(t) e Y 3 taxa

de crescimento de y(t), o modelo de interagdo presa-predador de
Lotka-Volterra pode ser descrito como

d
d—: = —ax + bxy = x(—a+ by).
d
d—); =—cxy +dy = y(—cx +d).
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: dx . d
Considerando pk taxa de crescimento de x(t) e d—}t/ a taxa

de crescimento de y(t), o modelo de interagdo presa-predador de
Lotka-Volterra pode ser descrito como

d
d—: = —ax + bxy = x(—a+ by).
d
d—); =—cxy +dy = y(—cx +d).

Considerando ¢ > 0, temos que o termo —cxy representa a
taxa de diminuicao de y devido a predacao por A.
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: dx . d
Considerando pk taxa de crescimento de x(t) e d—}t/ a taxa

de crescimento de y(t), o modelo de interagdo presa-predador de
Lotka-Volterra pode ser descrito como

d
d—: = —ax + bxy = x(—a+ by).
d
d—); =—cxy +dy = y(—cx +d).

Considerando ¢ > 0, temos que o termo —cxy representa a
taxa de diminui¢do de y devido a predacdo por A. Considerando
b > 0, temos que o termo bxy representa a contribuicdo positiva
resultante para populacdo de predadores devido a predacdo da
outra espécie.
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: dx . d
Considerando pk taxa de crescimento de x(t) e d—}t/ a taxa

de crescimento de y(t), o modelo de interagdo presa-predador de
Lotka-Volterra pode ser descrito como

d
d—: = —ax + bxy = x(—a+ by).
d
d—); =—cxy +dy = y(—cx +d).

Considerando ¢ > 0, temos que o termo —cxy representa a
taxa de diminui¢do de y devido a predacdo por A. Considerando
b > 0, temos que o termo bxy representa a contribuicdo positiva
resultante para populacdo de predadores devido a predacdo da
outra espécie. Quanto maior o produto de x e y, maior serd a
predacdo de B por parte de A.
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: dx . d
Considerando pk taxa de crescimento de x(t) e d—}t/ a taxa

de crescimento de y(t), o modelo de interagdo presa-predador de
Lotka-Volterra pode ser descrito como

d
d—: = —ax + bxy = x(—a+ by).
d
d—); =—cxy +dy = y(—cx +d).

Considerando ¢ > 0, temos que o termo —cxy representa a
taxa de diminui¢do de y devido a predacdo por A. Considerando
b > 0, temos que o termo bxy representa a contribuicdo positiva
resultante para populacdo de predadores devido a predacdo da
outra espécie. Quanto maior o produto de x e y, maior serd a
predacdo de B por parte de A.

Podemos perceber que o sistema proposto é auténomo plano

nao-linear. lJ'I—rPR
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: dx . d
Considerando pk taxa de crescimento de x(t) e d—}t/ a taxa

de crescimento de y(t), o modelo de interagdo presa-predador de
Lotka-Volterra pode ser descrito como

d
d—: = —ax + bxy = x(—a+ by).
d
d—); =—cxy +dy = y(—cx +d).

Considerando ¢ > 0, temos que o termo —cxy representa a
taxa de diminui¢do de y devido a predacdo por A. Considerando
b > 0, temos que o termo bxy representa a contribuicdo positiva
resultante para populacdo de predadores devido a predacdo da
outra espécie. Quanto maior o produto de x e y, maior serd a
predacdo de B por parte de A.

Podemos perceber que o sistema proposto é auténomo plano
d a

< bAJIFPR
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ndo-linear. Seus pontos criticos sdo, contudo, (0,0) e (
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Seja a matriz jacobiana

fen=( LY )

—cy —cx+d
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Seja a matriz jacobiana

fen=( LY )

—cy —cx+d

Como
feo-( 5 5)

a matriz g’((0,0)) tem os ndmeros —a e d como autovalores.
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Seja a matriz jacobiana

fen=( LY )

—cy —cx+d

Como
feo-( 5 5)

a matriz g’((0,0)) tem os ndmeros —a e d como autovalores. Pela
caracteriza¢do (0,0) é um ponto critico instdvel para o sistema.
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Seja a matriz jacobiana

fen=( LY )

—cy —cx+d

Como
/ _ —a 0
a matriz g’((0,0)) tem os ndmeros —a e d como autovalores. Pela

caracteriza¢do (0,0) é um ponto critico instdvel para o sistema.
Em verdade, (0,0) é um ponto de sela.
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Como
ﬂ

,((d a 0
g Ea E = _E S 5
b
., ((d a , . .
a matriz g s tem os ndmeros imagindrios puros —iVvad
C

e /v ad como autovalores.
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Como
bd

,((d a 0o —
g Ea E = _E S 5
b
., ((d a , . .
a matriz g s tem os ndmeros imagindrios puros —iVvad
C

e iv ad como autovalores. Pela caracterizacdo, este ponto critico
poderd ser um centro, uma espiral estdvel ou uma espiral instdvel.
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Como
/ g E — 0 c
£ c’b S\ _ac 0 ’
b
., ((d a , . .
a matriz g P tem os nimeros imagindrios puros —iv ad
c

e iv ad como autovalores. Pela caracterizacdo, este ponto critico
poderd ser um centro, uma espiral estdvel ou uma espiral instdvel.
Notemos que

dy
dy _ g _ y(=ex+d)

dx  dx  x(—a+by)
dt
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Como
/ g E — 0 c
£ c’b S\ _ac 0 ’
b
., ((d a , . .
a matriz g P tem os nimeros imagindrios puros —iv ad
c

e iv ad como autovalores. Pela caracterizacdo, este ponto critico
poderd ser um centro, uma espiral estdvel ou uma espiral instdvel.
Notemos que

dy
dy _ g _ y(=ex+d)

dx  dx  x(—a+by)
dt

Assim,
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dy _ y(—cx+d)
dx  x(—a+ by)
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dy _ y(—cx+d)

= — by)dy = y(— d
o x(—a+by):>x( a+ by)dy = y(—cx + d)
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dy _ y(—cx+d)

= — by)dy = y(— d
o x(—a+by):>x( a+ by)dy = y(—cx + d)

—a+b — d
= at ydy: Xt dx
y X
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dy _ y(—cx+d)

= — by)dy = y(— d
o x(—a+by):>x( a+ by)dy = y(—cx + d)

= ly = . dx

_a;Lbyd —ch+d dX:>/—a+bydy:/—cx+d
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dy _ y(—cx+d)

= — by)dy = y(— d
o x(—a+by):>x( a+ by)dy = y(—cx + d)

—a+b — d — b — d
= at ydy CXX+ dx:>/a+ydy:/cx+dx

y - X

= —aln(y) + by = —cx + dIn(x) + 1
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dy _ y(—cx+d)

= — by)dy = y(— d
o x(—a+by):>x( a+ by)dy = y(—cx + d)

—a+b — d — b — d
= at ydy CXX+ dx:>/a+ydy:/cx+dx

y - X
= —aln(y) + by = —cx + dIn(x) + 1

= aln(y) + aln(x) + kIn(x) = by + cx — a1,
onde k =d — a.
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dy _ y(—cx+d)

= — by)dy = y(— d
o x(—a+by):>x( a+ by)dy = y(—cx + d)

—a+b — d — b — d
= at ydy CXX+ dx:>/a+ydy:/cx+dx

y - X
= —aln(y) + by = —cx + dIn(x) + 1

= aln(y) + aln(x) + kIn(x) = by + cx — a1,
onde k =d — a.

= In(x7y?) + In(x*) = by + cx — ¢
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dy _ y(—cx+d)

= — by)dy = y(— d
o x(—a+by):>x( a+ by)dy = y(—cx + d)

—a+b — d — b — d
= at ydy CXX+ dx:>/a+ydy:/cx+dx

y - X
= —aln(y) + by = —cx + dIn(x) + 1

= aln(y) + aln(x) + kIn(x) = by + cx — a1,
onde k =d — a.

= In(x?y?) + In(Xk) =by+cx—c = (Y +In(") _ gbytex—a
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dy _ y(—cx+d)

= — by)dy = y(— d
o x(—a+by):>x( a+ by)dy = y(—cx + d)

—a+b — d — b — d
= at ydy CXX+ dx:>/a+ydy:/cx+dx

y - X
= —aln(y) + by = —cx + dIn(x) + 1

= aln(y) + aln(x) + kIn(x) = by + cx — a1,
onde k =d — a.

= In(x?y?) + In(Xk) =by+cx—c = (Y +In(") _ gbytex—a
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dy _ y(—cx+d)

= — by)dy = y(— d
o x(—a+by):>x( a+ by)dy = y(—cx + d)

dx

— b — d - b — d
N a+ ydy— X + dX:/a—kydy:/cij
y X X

= —aln(y) + by = —cx + dIn(x) + 1

= aln(y) + aln(x) + kIn(x) = by + cx — a1,
onde k =d — a.

= In(x?y?) + In(Xk) =by+cx—c = (Y +In(") _ gbytex—a

= Xdya = ebyecxefc1 = Xdyaefcxefby =Cp. @ erecmmmcomt
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Infelizmente, ndo conseguimos resolver a dada equacdo
explicitamente para y em termos de x ou para x em termos de y.
Pode-se demonstrar, entretanto, que a equacao
x9y?e~*e=bY = ¢y caracteriza uma curva fechada que “circunda”

. (d a>
o ponto critico [ —, — |.
c’' b
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Infelizmente, ndo conseguimos resolver a dada equacdo
explicitamente para y em termos de x ou para x em termos de y.
Pode-se demonstrar, entretanto, que a equacao
x9y?e~*e=bY = ¢y caracteriza uma curva fechada que “circunda”

: d a .
0 ponto critico (, 5 Tal curva pode n3o caracterizar uma
c

. d a
elipse, mas de qualquer forma, <, — | representa um centro.
c

b
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Infelizmente, ndo conseguimos resolver a dada equacdo
explicitamente para y em termos de x ou para x em termos de y.
Pode-se demonstrar, entretanto, que a equacao
x9y?e~*e=bY = ¢y caracteriza uma curva fechada que “circunda”

: d a .
0 ponto critico (, 5 Tal curva pode n3o caracterizar uma
c

elipse, mas de qualquer forma, representa um centro.

d a
c’'b

Consideremos (xg, o), 0 nimero de habitantes para A e B,
respectivamente, no instante t = 0.
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Infelizmente, ndo conseguimos resolver a dada equacdo
explicitamente para y em termos de x ou para x em termos de y.
Pode-se demonstrar, entretanto, que a equacao
x9y?e~*e=bY = ¢y caracteriza uma curva fechada que “circunda”

: d a .
0 ponto critico (, 5 Tal curva pode n3o caracterizar uma
c

elipse, mas de qualquer forma, representa um centro.

d a
c’'b
Consideremos (xg, o), 0 nimero de habitantes para A e B,

respectivamente, no instante t = 0. Se xg > 0, yp >0 e
d a ;
(x0, ¥0) # <, b)' observamos que o nimero de predadores e
c
o d a :
presas variara ciclicamente em volta de | —, 5 ) evidentemente
c

ndo se anulando e voltando ao patamar de (xg, yo) apds um
periodo de tempo p.
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Problema: Coelhos e lobos vivem em uma regido X do
planeta Terra. Nesta regido, os coelhos s3o as tnicas fontes de
alimento para os lobos. Os coelhos, entretanto, alimentam-se de
vegetacdo (sempre abundante em X). Consideremos y(t) a
populagdo de lobos. x(t) serd a populagdo de coelhos conforme o
tempo t, t > 0.
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Problema: Coelhos e lobos vivem em uma regido X do
planeta Terra. Nesta regido, os coelhos s3o as tnicas fontes de
alimento para os lobos. Os coelhos, entretanto, alimentam-se de
vegetacdo (sempre abundante em X). Consideremos y(t) a
populagdo de lobos. x(t) serd a populagdo de coelhos conforme o
tempo t, t > 0. Suponhamos que o crescimento (ou
decrescimento) das populagdes de coelhos e lobos esteja descrito
aproximado pelas seguintes equag¢des de Lotka-Volterra:

dx

2 = 0,08x —0,00Lxy = x(0,08 —0,001y)
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Problema: Coelhos e lobos vivem em uma regido X do
planeta Terra. Nesta regido, os coelhos s3o as tnicas fontes de
alimento para os lobos. Os coelhos, entretanto, alimentam-se de
vegetacdo (sempre abundante em X). Consideremos y(t) a
populagdo de lobos. x(t) serd a populagdo de coelhos conforme o
tempo t, t > 0. Suponhamos que o crescimento (ou
decrescimento) das populagdes de coelhos e lobos esteja descrito
aproximado pelas seguintes equag¢des de Lotka-Volterra:

dx

2 = 0,08x —0,00Lxy = x(0,08 —0,001y)

d
d% = —0,02y + 0,00002xy = y(—0,02 + 0,00002x).
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Problema: Coelhos e lobos vivem em uma regido X do
planeta Terra. Nesta regido, os coelhos s3o as tnicas fontes de
alimento para os lobos. Os coelhos, entretanto, alimentam-se de
vegetacdo (sempre abundante em X). Consideremos y(t) a
populagdo de lobos. x(t) serd a populagdo de coelhos conforme o
tempo t, t > 0. Suponhamos que o crescimento (ou
decrescimento) das populagdes de coelhos e lobos esteja descrito
aproximado pelas seguintes equag¢des de Lotka-Volterra:

dx

2 = 0,08x —0,00Lxy = x(0,08 —0,001y)

d
d% = —0,02y + 0,00002xy = y(—0,02 + 0,00002x).

Sabendo que x(0) = 1000 e y(0) = 40, o que esperar dolj-l_
PR

valores x(t) e y(t) com a variag3o positiva de t?

Eleomar Cardoso Junior
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Observamos que (0,0) e (1000, 80) sdo os tinicos pontos
criticos para este sistema.
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Observamos que (0,0) e (1000, 80) sdo os tnicos pontos
criticos para este sistema.
(0,0) é um ponto de sela.

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Eleomar Cardoso Junior



Observamos que (0,0) e (1000, 80) sdo os tnicos pontos
criticos para este sistema.
(0,0) é um ponto de sela. (1000, 80) é um ponto de centro.
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Observamos que (0,0) e (1000, 80) sdo os tnicos pontos
criticos para este sistema.

(0,0) é um ponto de sela. (1000, 80) é um ponto de centro.

Abaixo, o comportamento grafico do plano de fase.
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Observamos que (0,0) e (1000, 80) sdo os tnicos pontos
criticos para este sistema.

(0,0) é um ponto de sela. (1000, 80) é um ponto de centro.

Abaixo, o comportamento grafico do plano de fase.
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Consideremos que (x(0), y(0)) = (1000, 40).
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Consideremos que (x(0), y(0)) = (1000, 40). O tempo estd
variando de t = 0 a t = 100.
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Consideremos que (x(0), y(0)) = (1000, 40). O tempo estd
variando de t = 0 a t = 100.
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Interpretamos que em Py n3o existem lobos suficientes para manter um equilibrio
entre as populagdes; assim, a popula¢do de coelhos aumentara. O aumento da
populagdo de coelhos causard aumento da oferta de alimentos para os lobos. Os lobos
bem alimentados se reproduzirdo, aumentando também o tamanho de sua populagao.
Quanto maior a quantidade de lobos, mais frequentes serdo os encontros entre lobos e
coelhos. Tendo dificuldades para fugir dos lobos, os coelhos se tornardo presas faceis e
apds um espago de tempo t;, esta populagdo comecard a diminuir.
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Interpretamos que em Py n3o existem lobos suficientes para manter um equilibrio
entre as populagdes; assim, a popula¢do de coelhos aumentara. O aumento da
populagdo de coelhos causard aumento da oferta de alimentos para os lobos. Os lobos
bem alimentados se reproduzirdo, aumentando também o tamanho de sua populagao.
Quanto maior a quantidade de lobos, mais frequentes serdo os encontros entre lobos e
coelhos. Tendo dificuldades para fugir dos lobos, os coelhos se tornardo presas faceis e
apds um espago de tempo t;, esta populagdo comecard a diminuir. Na figura,
observamos que a populagio de coelhos comegard a diminuir em P;, quanto x(t)
admitird valor maximo, por volta de 2800 individuos.
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Interpretamos que em Py n3o existem lobos suficientes para manter um equilibrio
entre as populagdes; assim, a popula¢do de coelhos aumentara. O aumento da
populagdo de coelhos causard aumento da oferta de alimentos para os lobos. Os lobos
bem alimentados se reproduzirdo, aumentando também o tamanho de sua populagao.
Quanto maior a quantidade de lobos, mais frequentes serdo os encontros entre lobos e
coelhos. Tendo dificuldades para fugir dos lobos, os coelhos se tornardo presas faceis e
apds um espago de tempo t;, esta populagdo comecard a diminuir. Na figura,
observamos que a populagio de coelhos comegard a diminuir em P;, quanto x(t)
admitird valor maximo, por volta de 2800 individuos.

Algum tempo t, depois, com a diminui¢do brusca da quantidade de coelhos, a
populacdo de lobos também diminuird, por auséncia de alimentos. Caracteriza-se este
evento em P,, onde a populagido de lobos é aproximada em 140 individuos e a
populagdo de coelhos equivalera a valor préximo a 1000.
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Interpretamos que em Py n3o existem lobos suficientes para manter um equilibrio
entre as populagdes; assim, a popula¢do de coelhos aumentara. O aumento da
populagdo de coelhos causard aumento da oferta de alimentos para os lobos. Os lobos
bem alimentados se reproduzirdo, aumentando também o tamanho de sua populagao.
Quanto maior a quantidade de lobos, mais frequentes serdo os encontros entre lobos e
coelhos. Tendo dificuldades para fugir dos lobos, os coelhos se tornardo presas faceis e
apds um espago de tempo t;, esta populagdo comecard a diminuir. Na figura,
observamos que a populagio de coelhos comegard a diminuir em P;, quanto x(t)
admitird valor maximo, por volta de 2800 individuos.

Algum tempo t, depois, com a diminui¢do brusca da quantidade de coelhos, a
populacdo de lobos também diminuird, por auséncia de alimentos. Caracteriza-se este
evento em P,, onde a populagido de lobos é aproximada em 140 individuos e a
populagdo de coelhos equivalera a valor préximo a 1000.

A diminui¢3do do niimero de lobos, por sua vez, beneficiard a populagdo de
coelhos. Quando atinge P3, x(t) = 210 e y(t) ~ 80, vemos que a populagio de presas
voltarad a crescer. Como consequéncia, a populagdo de lobos também voltarad a crescer,

fazendo com que (x(t), y(t)) atinja Py, reiniciando o ciclo descrito.
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A populacdo de coelhos estd mostrada em verde. A popufa
de lobos em vermelho. WPR
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Problema: Ratos e corujas sao mantidos em um ambiente
experimental. Nas condi¢cdes deste ambiente, os ratos tém
alimento em abundancia. As corujas, por sua vez, tém nos ratos a
Gnica fonte de alimento. Neste contexto, as corujas sdo as
predadoras e os ratos as presas. Sabe-se ainda, que o crescimento
excessivo do nimero de ratos promove aumento excessivo de
residuos por parte desta populagao e este fator junto as limitagGes
de espac¢o caracterizam a queda do crescimento populacional
destes individuos, sendo julgada, portanto, uma determinada
capacidade suporte para populacdo roedora.
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Considerando R(t) a populagdo de ratos no dado ambiente
conforme o tempo t e W(t) a populagdo de corujas neste mesmo
contexto, cientistas conseguem verificar que as taxas de
crescimento destas populagdes sdo dadas conforme as seguintes
equacoes:

dR

P —0,001RW + 0,08R(1 — 0,0002R)

dw

s —0,02W + 0,00002RW,

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Eleomar Cardoso Junior



Considerando R(t) a populagdo de ratos no dado ambiente
conforme o tempo t e W(t) a populagdo de corujas neste mesmo
contexto, cientistas conseguem verificar que as taxas de
crescimento destas populagdes sdo dadas conforme as seguintes
equacoes:

dR

P —0,001RW + 0,08R(1 — 0,0002R)

dw

s —0,02W + 0,00002RW,

Com base nestas informacdes,
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Considerando R(t) a populagdo de ratos no dado ambiente
conforme o tempo t e W(t) a populagdo de corujas neste mesmo
contexto, cientistas conseguem verificar que as taxas de
crescimento destas populagdes sdo dadas conforme as seguintes
equacoes:

dR

P —0,001RW + 0,08R(1 — 0,0002R)

dw

s —0,02W + 0,00002RW,

Com base nestas informacdes,

(a) Se inicialmente existissem apenas ratos, o que esperariamos
para o nimero destes quando t for um valor bastante grande?
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Considerando R(t) a populagdo de ratos no dado ambiente
conforme o tempo t e W(t) a populagdo de corujas neste mesmo
contexto, cientistas conseguem verificar que as taxas de
crescimento destas populagdes sdo dadas conforme as seguintes
equacoes:

dR

P —0,001RW + 0,08R(1 — 0,0002R)

dw
i —0,02W + 0,00002RW,
Com base nestas informacdes,
(a) Se inicialmente existissem apenas ratos, o que esperariamos
para o nimero destes quando t for um valor bastante grande?
(b) Supondo que a populaggo inicial de ratos seja 1000 e a
populacdo de corujas 40, o que esperar destas populacde
o variar do tempo? WPR
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a. Consideremos que, inicialmente, n3o existam corujas.
Portanto, no tempo t = 0, temos que W = 0. Na verdade, para
qualquer t > 0, a populagdo de corujas sera nula, pois, pensando
em crescimento natural, a chegada de novas corujas ao ambiente
depende exclusivamente da existéncia prévia de outras. Portanto,
podemos verificar que o crescimento de ratos sera regido pela
equacao

dR

— = 0,08R(1 — 0,0002R).
dt ’ ( ’ )
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a. Consideremos que, inicialmente, n3o existam corujas.
Portanto, no tempo t = 0, temos que W = 0. Na verdade, para
qualquer t > 0, a populagdo de corujas sera nula, pois, pensando
em crescimento natural, a chegada de novas corujas ao ambiente
depende exclusivamente da existéncia prévia de outras. Portanto,
podemos verificar que o crescimento de ratos sera regido pela
equacao

dR

— = 0,08R(1 — 0,0002R).
dt ’ ( ’ )

Notemos que

dR R
X —0,08R(1—— ).
g~ 008 ( 5000)
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a. Consideremos que, inicialmente, n3o existam corujas.
Portanto, no tempo t = 0, temos que W = 0. Na verdade, para
qualquer t > 0, a populagdo de corujas sera nula, pois, pensando
em crescimento natural, a chegada de novas corujas ao ambiente
depende exclusivamente da existéncia prévia de outras. Portanto,
podemos verificar que o crescimento de ratos sera regido pela
equacao

dR

— = 0,08R(1 — 0,0002R).
dt ’ ( ’ )

Notemos que

dR R
— = R(1-———).
dt 0,08 ( 5000)

Segundo tal equa¢do, a populagdo de ratos, na auséncia de
corujas, se estabilizard em 5000 individuos. | ” PR
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b. Consideremos o sistema

dR
i —0,001RW + 0,08R(1 — 0,0002R)
dw

4 = ~0.02W +0,00002RW.
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b. Consideremos o sistema

dR
i —0,001RW + 0,08R(1 — 0,0002R)

dw

4 = ~0.02W +0,00002RW.

E facil verificar que (0, 0), (5000,0) e (1000, 64) s3o os
pontos criticos deste sistema.
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b. Consideremos o sistema

dR
i —0,001RW + 0,08R(1 — 0,0002R)

dw

4 = ~0.02W +0,00002RW.

E facil verificar que (0, 0), (5000,0) e (1000, 64) s3o os
pontos criticos deste sistema.

@ (0,0) é um ponto critico instdvel (ponto de sela).
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b. Consideremos o sistema

dR
i —0,001RW + 0,08R(1 — 0,0002R)

dw

4 = ~0.02W +0,00002RW.

E facil verificar que (0, 0), (5000,0) e (1000, 64) s3o os
pontos criticos deste sistema.

@ (0,0) é um ponto critico instdvel (ponto de sela).

e (5000,0) é um ponto critico instdvel (ponto de sela).
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b. Consideremos o sistema

dR
i —0,001RW + 0,08R(1 — 0,0002R)

dw

4 = ~0.02W +0,00002RW.

E facil verificar que (0, 0), (5000,0) e (1000, 64) s3o os
pontos criticos deste sistema.

@ (0,0) é um ponto critico instdvel (ponto de sela).
e (5000,0) é um ponto critico instdvel (ponto de sela).
"]

(1000, 64) é um ponto critico estavel (ponto espiral estavel).
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b. Consideremos o sistema

dR
i —0,001RW + 0,08R(1 — 0,0002R)

% = —0,02W + 0,00002RW
E facil verificar que (0, 0), (5000,0) e (1000, 64) s3o os
pontos criticos deste sistema.
@ (0,0) é um ponto critico instdvel (ponto de sela).
e (5000,0) é um ponto critico instdvel (ponto de sela).
@ (1000,64) é um ponto critico estdvel (ponto espiral estavel).

Como (R(0), W(0)) = (1000, 40) é de se esperar que, com o
passar do tempo, o niimero de ratos se estabilize em 1000

individuos. lJ-I_rPR
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b. Consideremos o sistema

dR
i —0,001RW + 0,08R(1 — 0,0002R)

daw
ek —0,02W + 0,00002RW,
E facil verificar que (0, 0), (5000,0) e (1000, 64) s3o os
pontos criticos deste sistema.
@ (0,0) é um ponto critico instdvel (ponto de sela).
e (5000,0) é um ponto critico instdvel (ponto de sela).
@ (1000,64) é um ponto critico estdvel (ponto espiral estavel).
Como (R(0), W(0)) = (1000, 40) é de se esperar que, com o
passar do tempo, o niimero de ratos se estabilize em 1000

individuos. Ja, a populacdo de corujas, deve se estabilizar em Ej‘l_
(sessenta e quatro) aves. UITPR
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Observamos que (0,0), (5000, 0) e (1000, 64) sdo os tnicos
pontos criticos para este sistema.
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Observamos que (0,0), (5000, 0) e (1000, 64) sdo os tnicos
pontos criticos para este sistema.
(1000, 64) é um ponto espiral estavel.
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Observamos que (0,0), (5000, 0) e (1000, 64) sdo os tnicos
pontos criticos para este sistema.

(1000, 64) é um ponto espiral estavel.

Abaixo, o comportamento grafico do plano de fase.
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Observamos que (0,0), (5000, 0) e (1000, 64) sdo os tnicos
pontos criticos para este sistema.

(1000, 64) é um ponto espiral estavel.

Abaixo, o comportamento grafico do plano de fase.
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Consideremos que (R(0), W(0)) = (1000, 40).
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Consideremos que (R(0), W(0)) = (1000, 40). O tempo esta
variando de t = 0 a t = 600.
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Consideremos que (R(0), W(0)) = (1000, 40). O tempo esta
variando de t = 0 a t = 600.
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O ndmero de ratos est3 destacado em cinza. ' ” PR
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O ndmero de ratos est3 destacado em cinza. O ndmero cU'I_rPR
corujas estd destacado em laranja.
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